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1. Wprowadzenie

W referacie [1] przedstawiono przyrostowe rownania rownowagi w catkowitym opisie
Lagrange’a dla ptaskiego, wstepnie zdeformowanego elementu pretowego typu Timoshen-
ki w ujeciu geometrycznie nieliniowym przy zatozeniu duzych przemieszczen, duzych
obrotow (lecz takich przy ktérych mozliwe sa mate odksztalcenia i liniowo-sprezysty mate-
riat), przyjmujac ze dlugos¢ dowolnego odcinka przekroju poprzecznego AB (rys. 1) po
odksztatceniu elementu nie ulega zmianie (v =0). W niniejszym referacie wyprowadzono
wzory na sktadowe tensora odksztalcen Greena-Lagrange’a i drugiego tensora naprezen
Pioli-Kirchhoffa, przy zalozeniach jak poprzednio oraz dla matych obrotow.
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Rys. 1. Konfiguracje preta: a) poczatkowa, b) po wstepnym wygigciu, ¢) odksztalcona
Fig. 1. Configuration of the bar: a) initial, b) after its preliminary bending,
¢) in its distorted state

2. Tensor odksztalcen Greena-Lagrange’a

Korzystajac z definicji tensora odksztatcen Greena-Lagrange’a zawartej w [2]



okreslonej dla poczatkowego uktadu wspétrzednych a;,a,,a;, gdzie ds,ids — dlugosci

nieskonczenie matego elementu liniowego, odpowiednio przed odksztatceniem i po od-
ksztatceniu, przyjeto stan ,,0” jak dla elementu wstepnie, beznaprezeniowo zdeformowane-
go. Wprowadzajac X=a;, y=2a,, wspotrzgdne dowolnego punktu dla stanu ,,0” i po

odksztalceniu sprezystym (stan ,,17) przyjmuja postaé

Xg =X+Uy, Yo =Y+V,, astad dx, =dx+du,, dy, =dy+dv,, (1a)
X, =Xo +U, Y, =Y, +V oraz dx; =dx, +du, dy, =dy, +dv. (1b)

Uwzgledniajac, ze
dsg =dxZ +dy2, ds? =dx? +dy? =dx? +2dx,du+du® +dy2 +2dy,dv+dv? (lc)

uzyskuje si¢

%(dsl2 —ds3) = %(du2 +dv?) + dx,du + dy,dv.

Podstawiajac
du=u,dx+udy, dv=v,dx+v dy, 1d
dx, = dx+ug,dx+ Ugy dy, dy, =dy+v,,dx+ vo_ydy,
gdzie np. u, = du/dx, otrzymano
%(dsl2 —ds?) = %[uf(dx2 +2u,u ydxdy + U dy? +vydx® +2v,v dxdy + v?ydyz]
+ U OX + Ug U X + Uy U, dxdy +u dxdy + U, U dxdy +ug u, dy” (le)
+V,dXdy + VoV, dX” + Vo,V dxdy + v, dy? + v v dxdy + v, v dy?,
a stad
Lo = (14 Ug U +Vp v +l[u2 +v2] Ly, = {14V, v, +Ug,u +l[u2 +v2]
XX T 0.x /¥.x 0.x¥.x X Xp Fy T 0.y/Vy 0.y"y 2 .y yr (2)

2L, = (1+ugy) uy + (1 +v0'y)v'X + (uo'y + u'y)u.x + (Vo +v'x)v'y.

Uzyskane wyrazenia na sktadowe tensora Greena-Lagrange’a sa zgodne z [4]. Analogiczne
wyrazenia mozna otrzymaé przyjmujac roéznicg tensoréow dla stanu odksztatconego
1 wstegpnie zdeformowanego jak w [1]: L=L(uy +Uu,v, +V)—L(Ug, V).

Uwzgledniajac zwiazki geometryczne wynikajace z rys. 1, otrzymuje si¢ przy duzych
oraz matych obrotach odpowiednio dla stanu wstgpnie zdeformowanego

X+Ugg =X+Upg —Ysing,, Yy+Vgy =04V, +Yycose, oraz (3a)

UBOIUAO—ySII’MDO, VBOZVAO_y(l_Coswo) oraz (3C)



Ugo =Upo — YPo> VBo =Vao> (3d)
za$ dla stanu sprezysScie odksztatconego

X+Ugo+UBg =X+Upg+Up —Ysin(gg + @), Y+Vgo+Vg =0+Vag +Va + Ycos(gy + @), (3e)
X+Ugy+Ug =X+Upg +Up —Y(@g +9), Y+Vgo +Vg =0+Va +Va +Y(1—99), (31)

skad
Ug =Up —Ysin(@, + @)+ Ysing,,Vg =V, +Ycos(@, +¢)—Y cos g, (32

oraz
Ug =Up —Y(@g + @)+ Y@y =Up = Y@, Vg =V — Y0, 0. (3h)

Wprowadzajac pochodne przemieszczen punktow B, iB wg (3c, d) i (3g, h) do (2)

oraz pomijajac wskaznik A w oznaczeniu przemieszczen punktow potozonych na osi obo-
jetnej, otrzymano dla duzych obrotow

Lyx = (1+Ug.x)ux +(Ux )2/2 +(Vox TVx/2Vx + y2 (Po.x +Px/2)¢x
=Y(@o.x +@x)A+Ug.x +Ux)cos(@g + @)= Y(po.x +@.x)Vox +V.x)sin(@g +¢)
+Y(1+Uq.x)P.x €08 Pg + YVo.xP0.x SN g, (4a)
2Lyy =(Vox +V.x)cos(@g + @) —(1+Ugx +U x)sin(pg + @)+ (1+Ug x)sin gy —Vo xCos @g,
I—yy =0.

za$ dla matych obrotow
Lx = {1 +Uo.x ‘*‘%U.x —Y(@o.x + (P.x)} U.x +{Vo.x ‘*‘%V.x —Y(@oxp+ (PO(P.X)}V.X
+ B Y2+ 050+ Y2 0.x(1+ Pop) — Y(1+Ug ) - yVO.x(PO}(/’.x + W’O.x(% Yoox9 —VO.XJ(Pa (4b)
2Ly = (0 + @) + (1= @)y + Yo(l+ 95 —[1+Ug x + 20 (Vo.x — Y20 x0)] >

3. Tensor naprezen Pioli-Kirchhoffa

W przypadku materiatu sprezystego, jednorodnego, izotropowego przyjmuje si¢ zwia-
zek fizyczny w postaci drugiego tensora naprgzen Pioli-Kirchhoffa jak w [3]

2
TiJ( : = Podij + BiLij + BaLik Lig - (5.1

Wprowadzajac do (5.1) S, =4l 1", B =2u, B, =0, gdzie IlL =L, +Ly, - pierwszy
niezmiennik tensora odksztatcen Greena-Lagrange’a oraz A, u- stale fizyczne Lame’go,

otrzymuje si¢ liniowe prawo fizyczne Hooke’a
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Tij(z) =2ulyj + A6 Ly, przy czym A = (5.2)



W przypadku ptaskiego stanu naprezen oraz uktadu poczatkowego jak na rys. la otrzymuje
si¢
T =2pby + A0 (L + L), TS =24l + 45, (Ly +Lyy),

(5.3)
T =2uby + A8, (L +Lyy) =24l

Przyjmujac jak w zatozeniach v = 0 oraz uwzgledniajac, ze wg (4a) L, =0 uzyskano

(2) _ E vE

+ L, +Ly)=EL,, TP =24L =2GL
XX 2(1+V) XX (1+V)(1—2V)( XX yy) XX Xy Hlyy

Xy >
(5.3a)

E vE
(L +Lyy)=0.

LW +
2(1+v) A+v)d-2v)

T\ =2l + A0, (Ly +L,) =2

Oznaczenia symboli

Lyx> Ly Lik » Lki — tensor odksztalcen Greena-Lagrange’a, Green-Lagrange strain,

T2 Tx(yz) — drugi tensor naprezen Pioli-Kirchhoffa, the 2™ Piola-Kirchhoff stresses,

XX 2

P, B> — funkcje (state) materiatowe.
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GREEN-LAGRANGE’S AND PIOLA-KIRCHHOFF’S TENSOR
IN A FLAT BEAM ELEMENT

Summary
Formulae have been introduced for the components of Green-Lagrange’s strain tensor

and the 2™ Piola-Kirchhoff’s stress tensor for primarily deformed flat beam elements of the
Timoshenko-type at large displacements and large and small rotations.



