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1.Wprowadzenie

Teorie gradientowe stosujemy w przypadkach znadermyunian p6l mechanicznych,
kiedy do opiséw ich zmian trzebazyé wyzszych gradientow wiellézi polowych.
Przypadki te to materialy kompozytowe, biologiczoez typowe materiaty kapilarno-
porowate. W materiatach tych na granicy faz wpgja znaczne zmiany napten oraz
odksztatcé. Sprawa komplikuje siw przypadku typowych materiatow budowlanych jak
beton, ceramika, grunt, kiedy to szkielet w faziate :isiaduje z cienkimi warstwami
cieczy. Opis sit wyspujacych w cienkich filmach cieczy zwijacych powierzchri ciata
stalego nastcza wiele trudnéci wynikajacych z niecigiosci faz dsrodka. Szans na
pokonanie tych trudrigi daje gradientowa teorigmmdka wielosktadnikowego.

2. Bilanse masy
W teorii mieszanin zakladaesiiz kazdy ze skladnikdw posiada parcjaligestasé

i predkos¢ sktadnika. Spetniony jest zeparcjalny bilans masy, w ktérym uwzdhia sg
wptyw zrddta pR® i przeptywdw masy. Bilanse te mdprme

90° dc”
§r+(p”vi"),i=pR" Iub pT+(P"vf’),i =pR?, (1)

gdzie:
p(X
c® == ,a=01,..,n.
P

Po zsumowaniu otrzymamy zagathchowania masy
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a — 0,0

gdzie:p=) p®, v =w +u, j = pul.
[of

Bilanse masy nie wprowadaajviecc nowych elementéw do teorii gradientowej.

3. Roéwnania gdu
Bedziemy analizowali proces deformacji, gdzie opré&msycznego tensora
odksztatcea 2g; =U; j +Uj; wysfapia jeszcze jego gradient‘yi]-yk =ik (dsij =Z—2dxk).
Analogicznie z tensorem nagen oy analizuje sj gradientry, dodatkowych nagt.

Parcjalny bilans gdu ma forng klasyczn, przy zmienionym wektorze nagien PiOl
S p7 v AV =[ (o7 R +gf) v+ [RY dA, B =(of +rf InF . (3)
v \ A
Po zsumowaniu bilanséw parcjalnych otrzymamy bilaguhu:
d ~ ~
ZEJPGViadV =ZJ(P0 R +¢)av +ZI RA, R=(g; +Ty )N - (4)
a Vv a vy a A

Stad otrzymamy lokala forme bilansu — réwnania ruchu

avi _

pdt

dv,
pF; +z (of +p% Ui uf +Tiy); - pd—t'=PFi +(0 + ik ) (B)
o

gdzie:
Zp“ u’uf =0, Z(p,“ =0,
a a

ktéra jest formalnie podobna do klasycznycéupechaniki érodka jednosktadnikowego.
W przeprowadzonych rozwaniach wykorzystano koncegcjprzeptywu mieszaniny
z wyréznionym skladnikiem, w ktorej gptas¢ p, jest o rad wigksza od gstaici
pozostatych sktadnikow. W wyniku takiego prayip otrzymamy réwnania termodyfuzji
w ciele statym.
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4. Bilanse energii

Zgodnie z klasyczpprocedug rownanie ruchu (5) mmymy przez wektor pdkosci
przemieszczenig i catkujemy po objtosci osrodka

J1(@3 + T30 5+ PR =Sy av =0
! (6)
I[(Uij Vi) = (05 Vi) T )~ i Vi) PRV ‘p%\/i]dvzo

Nastpnie po przeksztalceniackdrie
I(Cfij +Tjj Vi N d A‘I"ij d; dv _I(Tijkvi,j)nk dA+_[Tijk Vi dV +
A \ A \Y (7)
d, vv .
+£pFi Vi dV _Egp?dv —0.
Otrzymamy std réwnania bilansu energii mechanicznejsrooku
d ~ _ ~
ajp(u +U+K)dV =[ pF v dV +[Rv, dA = [ (zjv; ;) n dA. (8)
\Y \Y A A
Lokalna forma bilansu energii przyjmie pasta
d Ty=
pa(U +U) =0 dij — T Vi jk » 9)
natomiast po uwzgtinieniuzrodta p; i strumienia cieptag; bedzie
d J)= d
pa(U +U)=pr—q; +0;dij = Tjj Vi jk - (10)
W przypadku érodka wielosktadnikowego bilans energii przyjmienfig

S[p7UT+U7 +KT)aV =

o (11)

=2 [(p7r% + p RNV +ET)AV + Y [ROVTdA- Y [(zf v IndA
a vy a A a A

Po przeksztalceniach otrzymamy:

d ~ dc? .
pE(U +U) =pr —q; +0;d; —Tj Vi jk +ZPGTMG -PRIMY - jIMT . (12)
a
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Uwzgledniajac klasyczm forme nieréwndci wzrostu entropii otrzymamy nieréwo
rezydualm w teorii gradientowej

d ~ ds T
‘PE(U +U)+PET+UU dij ~Tijk Vi jk ~ G ?I*'
e (23)
+ZpaTMa —maMa _jiaM’? ZO,
a

a po linearyzacji(8=T -T,) bedzie

Lo . . 9; :
-pU +U)-pSO+0; & —Tjy Ui j —0 TI +3 pc"M? - pRIM @ - jEM 9 20.
a
(14)

Z nieréwndci (14) wynika,ze energia wewgirzna p(U +J) =pU (S &, Ui jk» c?) zalezy

od entropiiS, odksztatcé &; gradientu odksztatéeu, ;. i stezen c” .

5. Réwnania konstytutywne

Energg swobodia A(g; ,nijk,e,c”) zalezna od odksztatce &; i jego gradientow

Nij oraz temperatury i stzen c® przedstawimy w postaci formy liniowej i kwadratowej

PAE M, ©,C7) = pAy +hy &y +hy 7y +a@+b%c” +
1 1 1
+§ Eij €ij €1+ €ijam &ij Miam +§Gijk|mn’7ijk’7|mn +§Cv@2 —g;0¢; + (15)
1
+ Ay Oy +bec” +§d(Ca)2 —-bj'c?e; + B M-

Otrzymamy std réwnania tworgce na napwzenia o, , T entropg ©S i potencjat

ij
chemicznyM 7 :

J0A
Ry =h; + Ejg &4 + Gjn T — 3@ —0j'c?, (16)
I
J0A
Tiji =W =Rk *+&jk.n En * Gijkin,m Tinm — Ajk© ~ Bjkc” (17)
ik
0A
_pSE%Za*’C\/@—aijgij_Ajk/?ijk +|aCa, (18)
_ 0A

M@ :b+d°c°’+l(’9—bi?€ij _Bi?knijk (19)

oc®



oraz klasyczne réwnania na strumienie cieftamasy jik:
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G =49, i :_Ki? Ml]/ (20)
Z robwna tych otrzymamy rownania termodyfuzji gradientowej:
N _oF +(E + + +G +
PE—,U i +(Eijiu Uit +8jiin Uin * 8jkin Yok + Gijkinm U nmk). (21)
~a;0 ; ~hc — Au® ik ~ B
pTO(CVG_aijui,j = Al i t L7c) = pr +(49 ), (22)
7= PRT+ K (AT +190 ; —by Uy = B Uipg) i - (23)

Do réwna tych naley dolaczy¢ warunki poczatkowo-brzegowe c&ci

cieplnej i dyfuzyjne;.
Oznaczenie symboli

O — rstase, density,

Ojj

Tj — tensor nagzen gradientowych, gradiental stress tensor,

— tensor naggen klasycznych, classical stress tensor,

u; — wektor przemieszcagdisplacement vector,
v, —wektor pgdkosci, velocity vector,
& - tensor odksztatéeklasycznych, classical strain tensor,

M — tensor odksztatéegradientowych, gradiental strain tensor

o — sita masowa, body force,

P - sita powierzchniowa, surface force,
©£S — entropia, entropy,

o —zrédio ciepta, heat source,

g, — strumié masy, heat flux,

C[I

— stzenie, concentration,
M ¢ — potencjat chemiczny, chemical potential,

a, a, Ay, b, b — state materialowe, material constant.

mechanicznej,
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THE GRADIENT THEORY OF THERMODIFFUSION IN
MULTICOMPONENT DEFORMABLE SOLIDS

Summary

In the paper, thermodiffusion viscoelastic equatishich in addition to stress and
strain tensors appear in their gradients, are givais type of theory describes the changes
of stress fields in the neighborhood of the coastterfacial border. Starting point for these
considerations are the equations of the mixturearth which as a result of border crossing,
we get the equation of gradient thermodiffusion.



