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1. Wprowadzenie

W inzynierii budowlanej materiaty piezoelektryczne zméfaswoje zastosowanie
gtéwnie w nieniszcgeej ocenie stanu wyrobOw i konstrukcji budowlany®h Czujniki
piezoelektryczne pozwalgjna badanie pracy budowli w sposohgty (structural health
monitoring). Sie¢ czujnikbw mierzy takie wielkéi jak deformacje czy aktywidé
sejsmiczg. Otrzymane dane pozwadapa szybl reakcg na ewentualne uszkodzenia
konstrukgiji.

Coraz cgstsze zastosowanie materialdw piezoelektrycznyclvasunkach zmiennej
temperatury spowodowato wzrost zainteresowaniaigid@m sprzzenia pola termicznego
z efektem piezoelektrycznym [5, 6Fasady wzajemrigi w przypadku zagadnie
piezoelektrycznéci i elektrostrykcji byly analizowane i wykorzystane przez autorow
opracowa [2, 7, 8]. W niniejszej pracy wyprowadzono relavjeajemndci w przypadku
kompletu réwna zagadnienia pogtkowo-brzegowego liniowej termopiezolektrycZob

2. Zagadnienie poczatk owo-br zegowe liniowej ter mopiezoel ektrycznosci

Podstawowe réwnania liniowej termopiezoelektrycézno w przypadku materiatu
anizotropowego, przedstawagponizsze rownania [1, 5],
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W  powyzszych  zalenosciach  wielkdci A -G & Ky b a L B S
wspotczynnikami  materiatowymi, przecinek w dolnynmdéksie oznacza pochagn
czastkowg wzgledem danej zmiennej (npy; ;= 0u;/0x; ), za kropka nad danwielkoscia
oznacza pochodmpo czasie.
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Wystepujace w powyszych zalenosciach wspotczynniki materialowe charakteryzuj
sig nastpujacymi symetriami [6]:

A =i+ G =Ci s Q= Qg = » &G =&i» B =By - (4)

Zjawisko piezoelektryczrigi opisup zatem 3 réwnania tensorowe z 3 niewiadomymi
(y;,,8).
Do powyzszych rowna nalezy dolgczy¢ warunki brzegowe:

u;=0, naoB,, (5)

oyn; = (aijkl U +84Py = B; @) n, =p;= p naoB, 0B, 0B, =0B, (6)
® = nadB, , @)

D0, = (64U, ~¢,@, + pO)n, =D =D nadB, 4B, 0B, =B, 8)
6=6naoB,, 9)

gn =-k,@,n, =q=QqnaoB, 0B, 0B, =3B, (10)

gdzie: 0B, (a:u,p,tb,D,@,q)— powierzchnia, do ktorej jest przylmna odpowiednia

wielkos¢ wynikajaca z warunku brzegowegd, , p, ,®,D,0,§ to kolejno zadane na brzegu
ciata: odksztalcenie, sita powierzchniowa, poteingkektryczny, tadunek elektryczny,
temperatura i prostopadta do brzegu skiadowa wekiatzenia strumienia ciepta.

Komplet rowna zagadnienia uzupetnigjvarunki pocatkowe

ui,j(xk’t:O):‘gij (Xk’tzo):gij w B, (11)
@, (x,t=0)=-E,(x,t=0)=-E, w B, (12)
6(x.t=0)=6 wB, (13)

gdzie:gij,Ek,é—wartoéci pocatkowe  odksztatcenia, potencjalu  elekirycznego

i temperatury.

3. Operatorowa postaé¢ zagadnienia poczatkowo-br zegowego

W celu uproszczenia dalszych rozaéa i uczynienia ich bardziej klarownymi,
réwnania (1-3) i (5-13) zostarprzedstawione w nagiujacej, zwartej postaci operatorowej
(macierzowej):

Au+f =0, A:E-E, ulE fOE, (14)

gdzie wektory (macierze kolumnowe) wieskd poszukiwanych i danych zdefiniowang s
jako:

u :[ui,db,e;ui, p.,®,D,6,qu, ,9,¢,9,9,9]T , (15)
f = [— f,,h0-p,,G,-D,®,-§/T,,8/T, 0,5 ObE,0 aé]T , (16)
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z& niezerowe elementy operatora (macierzy kwadrafoivenap posté:

A= Bl A=y =0 A=
1 a1Jk| ik axiaxj ’ 2 eku anaX- ’ 3 ij OXV ’
_ 62 _ 62 _
P = Ox;0%, P =G ox,0%, bKaxk
0 0 0 0 0 0°
==fF —— =pb ———, = - —+— a , 17
A= higa, P T e T T T S )

1
As=-A,=1, A;=-A¢=1, Aagz_pbsz.r_1
0 _
Auyao = B ax v Auaag = axk v Ausae =0

przy czymE oznacza przestradHilberta, za E’ jest przestrzenisprzzon z E.

4. Symetria oper ator a zagadnienia poczatkowo-br zegowego liniowej
ter mopiezoelektrycznosci

W celu wykazania symetrii operatora rownania (1dlety go zapisé w nasgpujace;,
alternatywnej postaci:

(Au,v)+(f,v)=0, (18)

gdzie <D[}E oznacza dwuliniow formeg E' x E przedstawios jako suma nagpujacych
catek:

ijf Ddu,dv+jf Cu, dv+zjf Ddu,dA+zj (% O)u dv. (19)
B

1=1 1=4 58 1=10g
W powyzszym wzorze symbold Cdg i f Cg oznaczaj odpowiednio splot Stieltiesa
i splot funkcji f i g zdefiniowane jako:
f Odg = j f(t-7)dg(r), (20)

ng:jf(t—r)g(r)dr, (21)

przy czym widciwosci mnazenia splotowego opisane & [3].
Zdefiniowany wyej operator macierzowyA bedzie symetryczny, i spetni
nastpujaca relacg:

<Au1,u2>E = <Au2,ul>E. (22)
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Aby to wykazd, nalery wykorzysta twierdzenie o dywergencji, z ktérego wynika,
j[ (_ Ba U ~ 6Py + B0, )qu + (_ &l i TGP~ bxg,k)qu) +
B

1
+T_kij6,ij 06 ]dV=I[ (aijkluk,l +6,d®, _ﬁin)DdQ,j"'
0 B
1 (23)
+(%‘“i,1 @ +h<‘9)qu),k ‘T_KJQJD@J Jav +
0
~[| by + DO + 2-qrde |aa
aB TO

oraz wigciwosci mnazenia splotowego, ktére pagaja za soh nastpujaca zaleznosé:
(-8, +bd, ~ablie=(-Bdy, +bdd, -ads)00 + 3,50+ EG+aBE . (24)
Jak tatwo sprawdzj z formut (15-17) i (19), oraz zateosci (23) i (24) wynikaze
<AU1,U2> = I[ aijkl uk,ll qu’jz + eKijCD,kl Ddl’\,jz + ekij ui,jl qu),k2 -
B
- B;6'0dy ;* - B;u '0d6” + ¢, @ " Odd | *~ b 6'0dd,, >~
~b®,} (dO%+ aelmdaz—Tikija 06,2 ]- [ (uf odpf + pioae?)aa- (29)
0 a8,
- [ (0*0dD? + D* d?)dA- = [ (6* P + ) da=(Au2 u)
0By TO 0By
co dowodzi symetrii, zdefiniowanego wegj relacjami (17), operatora (macierzy) zadania
pocatkowo-brzegowego liniowej termopiezoelektryczaio zapisanego valternatywnej
postaci(18).

5. Relacja wzajemnosci w zagadnieniu poczatkowo-brzegowe liniowej
ter mopiezoel ektrycznosci

Aby wykaza& relacg wzajemndci, jaka wys¢puje w zagadnieniu pogtkowo
brzegowym liniowej termopiezoelektryczimd okreslonym ukladem rowna (1-3) i (5-13),
nalezy rozwazy¢ dwa niezalene od siebie uktady: zdefiniowanych formfl6) przyczyn

{f*,f%} oraz okrélonych wzorem (15) skutkowy",u®}. Oba uktady przyczyn i skutkow
powinny spetnié rownanie (18), a zatem:

<Au1,u2>+<f1,u2>=0 "
<Au2,u1>+<f2,u1>=0. (20)
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Odjecie obu powyszych réwna stronami prowadzi do zaleosci:

<Au1,u2>—<Au2,ul>:<f1,u2>—<f2,u1>. (27)

Poniewa rozwaany operator zagadnienia pgtkowo brzegowego jest symetryczny, czyli
spetnia warunek (25), zatem symetria ta pg&iza solp nastpujaca relacg:

(ftu?)=(r2u") (28)

zwary tez relacp (zasad) wzajemndci. Relacja ta w postaci jawnej przedstawia si

nastpujaco:

[(- #10du? + 1t Od?)dv - [ piOdu?dA+ [ Odp? dA-

B 9B, B,

T

9Bp 0 0B, 0 9B

+[(8,6,'67 +b,E,'6% +ag*6*)av =
B

- I(_ fi0dy +h* Dd¢1)dv - J.f)iz Odu'dA+ '[Giz Odp'dA-
a8,

B B,

- jf)Z Odd dA+ jc&z OdD* dA—Ti jqz Od6* dA+

9Bp 9By 0 0B,

To 9Bg B

6. Podsumowanie

- [D' Odb’dA+ [ OdD? dA—Ti [ Cde? dA+ = [ 6" Cdo? dA+
3Bgy

oL |6 gt o|A+j(,5ij £,%6' +b,E, 26" + a0 ')AV,

(29)

W prezentowanym artykuleyprowadzono relagjwzajemnéci w przypadku kompletu
rbwnar zagadnienia poatkowo-brzegowego liniowej termopiezolektrycZoo
Otrzymana relacja ne zostd wykorzystana do poszukiwania analitycznych
i numerycznych rozwizan (np. z wykorzystanienmetody elementéw brzegowych [4])
wielu probleméw naukowych i #ynierskich zwgzanych z wykorzystaniem materiatow

piezoelektrycznych.

Oznaczenia symboli

D, wektor indukciji elektrycznej, electric displacerheactor [C niT],
E, wektor nagzenia pola elektrycznego, electric field vector [VJm
f, wektor sity obgtosciowej, mechanical body force [N

h ladunek elektryczny [C H,
n, wektor normalny do brzegu, unit outward normaltgec

q, wektor nagzenia strumienia ciepta, heat flux vector [Wm
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t zmienna przestrzenna, time [s],
T, temperatura poatkowa, reference temperature [K],

u, wektor przemieszczenia, elastic displacement véuoth
X, wspotrzdna przestrzenna, spatial position [m],

&; tensor odksztatcenia, symmetric strain tensor [-]
@ potencjat elektryczny, electric potential [V],
n gestas¢ entropii, entropy density [JKm?],

©® przyrost temperatury, temperature increment [K],

o; tensor nagzenia, symmetric stress tensor [Pa].
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RECIPROCITY RELATION IN BOUNDARY INITIAL VALUE PROBLEM
OF LINEAR THERMOPIEZOELECTRICITY

Summary

The paper contains derivation of reciprocity tlegorforinitial-boundary value problem
of linear thermopiezoelectricity. The results ob&al in this work can become the
theoretical basis to formulate the numerical sohgiof different scientific and engineering
problems connected with piezoelectric materials.



