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1. Wprowadzenie 
 

W inżynierii budowlanej materiały piezoelektryczne znalazły swoje zastosowanie 
głównie w nieniszczącej ocenie stanu wyrobów i konstrukcji budowlanych [9]. Czujniki 
piezoelektryczne pozwalają na badanie pracy budowli w sposób ciągły (structural health 
monitoring). Sieć czujników mierzy takie wielkości jak deformacje czy aktywność 
sejsmiczną. Otrzymane dane pozwalają na szybką reakcję na ewentualne uszkodzenia 
konstrukcji.  

Coraz częstsze zastosowanie materiałów piezoelektrycznych w warunkach zmiennej 
temperatury spowodowało wzrost zainteresowania zjawiskiem sprzężenia pola termicznego 
z efektem piezoelektrycznym [5, 6]. Zasady wzajemności w przypadku zagadnień 
piezoelektryczności i elektrostrykcji były analizowane i wykorzystywane przez autorów 
opracowań [2, 7, 8]. W niniejszej pracy wyprowadzono relacje wzajemności w przypadku 
kompletu równań zagadnienia początkowo-brzegowego liniowej termopiezolektryczności. 
 

2. Zagadnienie początkowo-brzegowe liniowej termopiezoelektryczności  
 

Podstawowe równania liniowej termopiezoelektryczności, w przypadku materiału 
anizotropowego, przedstawiają poniższe równania [1, 5], 

 
 0=+−+ ij,ijkj,kijlj,kijkl feua θβΦ , (1) 

 0=−+− hbcue k,kjk,kjjk,ikij θΦ , (2) 
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W powyższych zależnościach wielkości ijkla , ijc , kije , ijk , ib ,α , ijβ  są 

współczynnikami materiałowymi, przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodną 
cząstkową względem danej zmiennej (np. jiji xuu ∂∂= /, ), zaś kropka nad daną wielkością 

oznacza pochodną po czasie. 
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Występujące w powyższych zależnościach współczynniki materiałowe charakteryzują 
się następującymi symetriami [6]: 

 

 klijijkl aa = , jkkj cc = , ijlkjiklijkl aaa == , kjikij ee = , jiij ββ = . (4) 
 
Zjawisko piezoelektryczności opisują zatem 3 równania tensorowe z 3 niewiadomymi 

( θ,,Φiu ). 

Do powyższych równań należy dołączyć warunki brzegowe: 
 

 uii Buu ∂= naˆ , (5) 

 ( ) BBBBp̂pnΘeuan uiijijk,kijl,kijkljij ∂=∂∪∂∂==−+= σσβΦσ na , (6) 

 Φ∂Φ=Φ Bnaˆ , (7) 

 ( ) BBBBnaD̂DnΘpcuenD DDkkj,kjj,ikijkk ∂=∂∪∂∂==+−= ΦΦ , (8) 

 
Θ

Bna ∂= θθ ˆ , (9) 

 BBBBnaqqnknq qqijijii ∂=∂∪∂∂==−= θθ ˆ, , (10) 
 

gdzie: αB∂ ( )qΘDpu ,,,,, Φ=α – powierzchnia, do której jest przyłożona odpowiednia 

wielkość wynikająca z warunku brzegowego, qΘDpu ii ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ Φ  to kolejno zadane na brzegu 

ciała: odkształcenie, siła powierzchniowa, potencjał elektryczny, ładunek elektryczny, 

temperatura i prostopadła do brzegu składowa wektora natężenia strumienia ciepła. 

Komplet równań zagadnienia uzupełniają warunki początkowe 
 

 ( ) ( ) Bwtxtxu ijkijkji εε (==== 0,0,, , (11) 

 ( ) ( ) BwEtxEtx kkkkk

(
−==−==Φ 0,0,, , (12) 

 ( ) Bwtxk θθ
(

== 0, , (13) 
 

gdzie: θε
(((

,, kij E – wartości początkowe odkształcenia, potencjału elektrycznego 

i temperatury. 
 

3. Operatorowa postać zagadnienia początkowo-brzegowego 
 

W celu uproszczenia dalszych rozważań i uczynienia ich bardziej klarownymi, 
równania (1-3) i (5-13) zostaną przedstawione w następującej, zwartej postaci operatorowej 
(macierzowej): 

 

 0=+ fuA ,      ',,': EEEE ∈∈→ fuA , (14) 
 

gdzie wektory (macierze kolumnowe) wielkości poszukiwanych i danych zdefiniowane są 
jako: 
 

 [ ]T
iiii uqDpuu θθθθθθ ,,,,,;,,,,,;,, ΦΦΦ=u , (15) 

 [ ]T
kkijijooiii EbTTqDuphf θαεβθ

(((
,0,,0,,0,/ˆ,/ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,0,, −Φ−−−=f , (16) 
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zaś niezerowe elementy operatora (macierzy kwadratowej) A mają postać: 
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przy czym E oznacza przestrzeń Hilberta, zaś E’ jest przestrzenią sprzężoną z E. 

 
4. Symetria operatora zagadnienia początkowo-brzegowego liniowej 

termopiezoelektryczności 
 

W celu wykazania symetrii operatora równania (14) należy go zapisać w następującej, 
alternatywnej postaci: 

 

 ,0,, =+ vfvAu  (18) 
 

gdzie 
E

⋅⋅,  oznacza dwuliniową formę EE ×'  przedstawioną jako suma następujących 

całek: 
 

 ( ) dVuxfdAdufdVufdVduf
I B

IkI
I B

II

B

II
I B

IIE ∑∫∑ ∫∫∑∫
== ∂=

+∗+∗+∗=
15

10

9

4

2

1

0,,uf . (19) 

 
W powyższym wzorze symbole dgf ∗  i gf ∗  oznaczają odpowiednio splot Stieltiesa 

i splot funkcji f  i g  zdefiniowane jako: 
 

 ( ) ( )ττ dgtfdgf
t

∫
∞−

−=∗ , (20) 

 ( ) ( ) τττ dgtfgf
t

∫ −=∗
0

, (21) 

 
przy czym właściwości mnożenia splotowego opisane są w [3]. 

Zdefiniowany wyżej operator macierzowy A będzie symetryczny, jeśli spełni 
następującą relację: 

 

 
EE

1221 ,, uuAuuA = . (22) 
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Aby to wykazać, należy wykorzystać twierdzenie o dywergencji, z którego wynika, że 
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oraz właściwości mnożenia splotowego, które pociągają za sobą następującą zależność: 

 

 ( ) ( ) θθαθθεβθθαβθθαβ
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Jak łatwo sprawdzić, z formuł (15-17) i (19), oraz zależności (23) i (24) wynika, że 
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co dowodzi symetrii, zdefiniowanego wyżej relacjami (17), operatora (macierzy) zadania 

początkowo-brzegowego liniowej termopiezoelektryczności, zapisanego w alternatywnej 

postaci (18). 

 
5. Relacja wzajemności w zagadnieniu początkowo-brzegowe liniowej 

termopiezoelektryczności 
 

Aby wykazać relację wzajemności, jaka występuje w zagadnieniu początkowo 
brzegowym liniowej termopiezoelektryczności określonym układem równań (1-3) i (5-13), 
należy rozważyć dwa niezależne od siebie układy: zdefiniowanych formułą (16) przyczyn 

{ 1f , 2f } oraz określonych wzorem (15) skutków {1u , 2u }. Oba układy przyczyn i skutków 
powinny spełniać równanie (18), a zatem: 
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Odjęcie obu powyższych równań stronami prowadzi do zależności: 
 

 12211221 ,,,, ufufuAuuAu −=− . (27) 

 
Ponieważ rozważany operator zagadnienia początkowo brzegowego jest symetryczny, czyli 
spełnia warunek (25), zatem symetria ta pociąga za sobą następującą relację: 

 

 1221 ,, ufuf =  (28) 

 
zwaną też relacją (zasadą) wzajemności. Relacja ta w postaci jawnej przedstawia się 
następująco: 
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6. Podsumowanie 

 
W prezentowanym artykule wyprowadzono relację wzajemności w przypadku kompletu 

równań zagadnienia początkowo-brzegowego liniowej termopiezolektryczności. 
Otrzymana relacja może zostać wykorzystana do poszukiwania analitycznych 
i numerycznych rozwiązań (np. z wykorzystaniem metody elementów brzegowych [4]) 
wielu problemów naukowych i inżynierskich związanych z wykorzystaniem materiałów 
piezoelektrycznych. 
 

Oznaczenia symboli 
 

kD  wektor indukcji elektrycznej, electric displacement vector [C m-3], 

kE  wektor natężenia pola elektrycznego, electric field vector [V m-1], 

if  wektor siły objętościowej, mechanical body force [N m-3],  

h  ładunek elektryczny [C m-3], 

kn  wektor normalny do brzegu, unit outward normal vector, 

kq  wektor natężenia strumienia ciepła, heat flux vector [W m-2], 
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t  zmienna przestrzenna, time [s], 

0T  temperatura początkowa, reference temperature [K], 

iu  wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m], 

kx  współrzędna przestrzenna, spatial position [m], 

ijε  tensor odkształcenia, symmetric strain tensor [-], 
Φ  potencjał elektryczny, electric potential [V], 

η  gęstość entropii, entropy density [JK-1 m-3], 

Θ  przyrost temperatury, temperature increment [K], 

ijσ  tensor naprężenia, symmetric stress tensor [Pa]. 
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RECIPROCITY RELATION IN BOUNDARY INITIAL VALUE PROBLEM 

OF LINEAR THERMOPIEZOELECTRICITY 
 

Summary 
 

 The paper contains derivation of reciprocity theorem for initial-boundary value problem 
of linear thermopiezoelectricity. The results obtained in this work can become the 
theoretical basis to formulate the numerical solutions of different scientific and engineering 
problems connected with piezoelectric materials. 

 


