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1. Wstep

Celem opracowania jest podanie prostej metody bad@v funkcjonatéw typu
Lagrange’a dla zimonych oddzialywa cieplnych, dyfuzyjnych i mechanicznych
w gradientowej termomechanice. Wykorzystuje &i podobiéstwo formalne bilanséw
masy, gdu i energii. Problem opisuje ukfad rowngo6l mechanicznych, cieplnych
i dyfuzyjnych przedstawionych na rysunku 1.
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Rys. 1. Pola mechaniczne, cieplne i dyfuzyjne
Fig. 1. Mechanical, thermal and diffusive fields

2. Funkcjonat dla zadaa mechanicznych

Wyjsciowym punktem tych rozwan bedg réwnania ruchu przemmone przez
predkos¢ czgski materialnej v, ROwnanie to po scatkowaniu swingodstawowa
tozsama@¢ energetyczpnw mechanice

'[[U-ij,j + T * ,o(Fi -V, )] v,dv =0. (1)
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Po przeksztatceniach funkcjonat na moc mechanioza posta
I[(Jijvi ),j =0V (T Vi ) ~ T Vi + p(Fi -V )Vi ]dV =0. (2)
\%

Otrzymana zalenos¢ jest zasadniez réwncdicia energetycza wykorzystywamn
w rozwaaniach mechanicznych. z#di teraz zamienimy pdkos¢ przez jej wirtualny
przyrost spetniajc przy tym ograniczenia matematyczne to otrzymamy fwierdzenie
0 pracach wirtualnych szeroko wykorzystywane w cadeghanice

[(R+R)S4dA+ [ p(F ~v, )V = [o, &, dV + 1,0,V + [ 7, ;ndA. (3)
A \ \Y \ A

Kolejnym naturalnym krokiem jest podanie funkcjonalgtange’a

F(Vi)= '[(F)I + F~)| WV, dA+Ip(Fi -V )Vi dv __[Uijdij dv _jrijkvi,jkdv _J.(Tijkvi,j N dA. (4)

Ktérego wariacja jest wprost rownaniem twierdzeniaazach wirtualnych
HF=0-
- I(R + ﬁ)d/idA-'-J‘p(Fi —V,)ov,dV = (Jaijdjij av +Irijkd/i,jkdv +Jrijkd/i,jnde )
A \ \ \Y A

Dalej otrzymujemy réwnania ruchu oraz warunki brzegow napézeniach jako
réwnania Eulera-Lagrange’a funkcjonatu (5)

J.{ [Uij,j * Tk +p(Fi -V )]dll +[Uij _Uij]d/i,j +[Tijk _Tijk]d/i,jk}dv =0. (6)

\

3. Funkcjonat zadan dyfuzyjnych

Postpowanie w przypadku przeptywdw masy skladnika jest laiezne jak
poprzednio. Wyjciowym réwnaniem jest lokalny bilans masy, ktory przeramay przez

potencjat chemicznyM ¢ i catkujemy po catym obszarzérodka.

[leee - R? + j2)meav =0. (7)

\

W wyniku przytoczonych wiej przeksztalog uzyskalsmy podstawowy tozsamaé
energetyczg przeptywow masy w @odku

[iemanda+[ple” -R7Madv = [ jrm7av. ®)
A \Y \Y
Zamiana potencjatu chemicznego M na jego przyrosualiny prowadzi do odpowiednika
twierdzenia o mocach wirtualnych w dyfuzji

[ie arenda+[ples -R7)amav = [ j7 M fav. 9)
A \% \%
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Analogicznie funkcjonal~ (M) przyjmie postéa
F(M)=[jsMnda+[plc? -R*Mav - [ j*M7aV . (10)
A \ \%
Uzyskalsmy wigc sytuac§ formalnie analogiczpjak w zadaniu mechanicznym.

4. Funkcjonat dla przeptywéw ciepta

Kolejne zjawisko sktadowe termodyfuzji w ciele odtadcalnym opisane jest
réwnaniem przewodnictwa ciepta, ktore przevamay stronami przez temperaguktora
jest potencjatem tego procesu.

oST, —pr+q,|TdVv =0. (11)
J )

\

Po przeksztatceniach otrzymujemy postawovozsamaé energetyczna zwiary
Z przeptywami ciepta

[aTn da+[p(ST, -r)Tav = [qT, av. (12)
A \ \%
Podobnie jak poprzednio otrzymujemy kolejna, ciapditadow funkcjonatu Lagranga’a
termodyfuzji

F(T)=[aTn da+ [ plST, -r)Tav - [q T, av. (13)

5. Funkcjonat dla termodyfuzji w ciele odksztatcalnym
Podane poprzednio funkcjonaly skladowe opisej zjawiska mechaniczne oraz
cieplno- dyfuzyjne po zsumowaniu prowgddo ogdlnego twierdzenia wariacyjnego
termodyfuz;ji.

F:F(gij)+za:F”(M”)+F(T)—> (14)

ij ~ij
A

F= F(Vi):J-(Pi +P )y dA+Ip(Fi =V, v, av _Ia'd' dv

- '[Tijkvi wdVv = I( TjcVi N dA
\" A

(15)
+Z[IjiaM”nidA+jp(C” —R”)M“dv—jji“M;’va
a \ A \Y \Y

+[qTn da+ [ plST, ~rJrav - [qT, av.
A \ v
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W formie poszerzonej dla ciata lepkoshrstego i warunkéw brzegowych na strumienie
zachodzi

F=[1(r+R)-(F +F) Cov da+ [ o(F, -v,) 0oy, av - [ 7, Cdl(d, Jav -

[ 74 0d(v, 4 AV = [ 7, Odv, | ndA+
\% A

(16)
Z[I(J’f’ - je)dm ”nidA+jp(C” ~R7)0dM “dv - [ j Ddm f’dvj+
A v v

+[(a -9)0dTn, dA+ [ p[ST, - r)0dT AV - [, TdT, dv,
A v v

t
gdzief, * f, = [ f,(t -7)df,.
0

Nalezy tu dod& réwnania fizyczne procesu termodyfuzji, ktére zalene

od odksztaice & , temperatury T orazeten c” dyfunducych sktadnikow

W pracy symbolami g, 7y, B, U, &, 7y, T, &, ¢, p*, ¢, M7, 0R, j;,U, K, S
oznaczono kolejno: tensory i wektor naymn, przemieszczenia i odksztatcenia,
temperatug, zrédlo i strumié ciepta, @stas¢, skzenie, potencjat chemicznyzrédio

i strumier masy, energiwewretrzng i kinetyczry oraz entropi.
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LAGRANGE FUNCTIONAL IN GRADIENT THERMOMECHANICS
Summary
The aim of this paper is to providing a simple noetho build a Lagrange functional
for the complex interactions of thermal, mechaniead processes in the gradient

thermomechanics. The formal similarity of the masgmentum and energy balances
is used.



