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1. Wprowadzenie 
 

Z rezultatów badań eksperymentalnych wynika [9], że wilgoć i temperatura w znaczący 
sposób zmieniają właściwości kompozytów polimerowych z włóknami piezoelektrycznymi 
(wykorzystywanych np. do diagnostyki bądź monitoringu konstrukcji). Wpływ zmian 
wilgotności otoczenia na właściwości kompozytów piezoelektrycznych jest szczególnie 
widoczny w przypadku takich kompozytów, jak AFC (active fibre composite) i PFC 
(piezofibre composite), a tym samym płyt i powłok wykonanych z tych materiałów [10]. 
Wiadomo, że naprężenia wilgotnościowe spowodowane zmianami warunków otoczenia 
mogą wywołać dynamiczną niestabilność kompozytowych struktur powłokowych [7]. 

Z rezultatów badań opisanych w [13] wynika, że adaptacyjne kompozyty drewniane 
(adaptive wood composities), zwane też kompozytami aktywnymi bądź inteligentnymi, 
złożone z warstw drewna i piezoelektryka, są przykładem takich elementów strukturalnych, 
gdzie sprzężone pola: mechaniczne, elektryczne, cieplne i wilgotnościowe mogą mieć silny 
wpływ na ich zachowanie. 

W literaturze można spotkać niewiele prac poświęconych mechanice kompozytów 
(laminatów) poddanych jednoczesnemu działaniu obciążeń mechanicznych, pola 
elektrycznego, a także zmiennej temperaturze i wilgotności otoczenia. Pierwszą z takich 
nielicznych prac jest publikacja [12], w której na bazie liniowych równań termosprężystości 
[8] oraz higrotermosprężystości [11] zaproponowano podstawowe równania liniowej 
higrotermopiezoelektryczności w postaci lokalnej (różniczkowej). Analizę płyt i powłok 
wykonanych z kompozytów piezoelektrycznych i poddanych działaniu wspomnianych 
wyżej pól, przy wykorzystaniu metody ważonych residuów, można znaleźć w [9,10]. 
Autorzy pracy [14] sformułowali zasadę wariacyjną w przypadku dynamicznego 
zagadnienia anizotropowej piezohigrotermolepkosprężystości w ujęciu MES. 
Wyprowadzeniu zasady wariacyjnej w przypadku działania quasi-statycznego pola 
elektrycznego na materiał higrotermopizoelektryczny poświęcona jest praca [1]. Drgania 
cienkiej powłoki higrotermopiezoelektrycznej analizowane były w pracach [3, 4]. Analizie 
zachowania się laminowanych higrotermopiezoelektrycznych płyt poświęcona jest praca 
[14]. Przegląd literatury z zakresu zasad wariacyjnych higrotermopiezoelektryczności 
można znaleźć w [2]. Warto też zwrócić uwagę na rezultaty zawarte w pracy [6]. 
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2. Sformułowanie zagadnienia początkowo-brzegowego liniowej 
higrotermopiezosprężystości  

 
2.1. Równania pola 

 
Rozważmy anizotropowy materiał piezoelektryczny, w którym zachodzą procesy 

wymiany ciepła i wilgoci w obecności obciążeń mechanicznych i pola elektrycznego. 
Rozważane zagadnienie opisują następujące, ogólnie znane równania: 

– ruchu (bilansu pędu) wraz ze związkami geometrycznymi 
 
 iijij uf &&ρσ =+, , (1) 

 

 ( ) ( )jiijjiij uuu ,,,2

1 =+=ε , (2) 

 
– Maxwella  

 
 0, =− ekkD ρ , (3) 

 
 kk ΦE ,= , (4) 

 
– bilansu entropii 

 
 sTqr okk &−=+ ,ρ , (5) 

 
– dyfuzji (bilansu masy) 

 
 cjR kk &ρρ −=+ , . (6) 

 
W powyższych równaniach przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodną cząstkową 
względem danej zmiennej (np. jiji xuu ∂∂= /, ), zaś kropka nad daną wielkością oznacza 

lokalną pochodną po czasie. 
 
2.2. Równania konstytutywne 

 
W pierwszej kolejności przyjmiemy, że wektor strumienia ciepła iq  zależny jest od 

gradientu temperatury materiału (zgodnie z prawem Fouriera): 
 

 jiji Θq ,κ−= , (7) 

 
zaś wektor strumienia masy ij  zależy od gradientu potencjału chemicznego: 

 
 jiji MDj ,−= . (8) 
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Do równań (1, 3, 5, 8) musimy jeszcze dołączyć równania konstytutywne określające: 
tensor naprężenia ijσ , wektor przesunięcia pola elektrycznego kD , entropię s , potencjał 

chemiczny M . Równania te uzyskamy różniczkując potencjał higrotermopiezosprężysty 
( )cEH kij ,,, θε , będący uogólnieniem potencjału termopiezoelektrycznego sformułowanego 

w [5]. Potencjał ten, zależny od tensora odkształcenia ijε , wektora natężenia pola 

elektrycznego kE , przyrostu temperatury θ  ( 00, TTT <<−= θθ ) i koncentracji c  

( 00, CcCCc <<−= ), przyjmiemy w przypadku rozważanego zagadnienia w następującej 

postaci: 
 

 
( ) ( )

,
2

1
,,, 22

cdcEcΘEhEe

mcΘEEcacΘEH

iiijijijijiiijkkij

jiijklijijkliij

θϑεµεβθε

αεεε

+−−−−+

−−−=
 (9) 

 
gdzie 0Tcερα = . 

W powyższej zależności wielkości ijkla , kije , ijc , ijβ , ijµ ,
ih , iϑ , m , d ,α  oznaczają 

współczynniki materiałowe, które należy wyznaczyć eksperymentalnie. Charakteryzują się 
one następującymi symetriami: 

 
 klijijlkjiklijkl aaaa === , jkkj cc = , kjikij ee = , jiij ββ = , jiij µµ = . (10) 

 
W przypadku materiału piezoelektrycznego, w którym pola: mechaniczne, elektryczne, 

cieplne i wilgotnościowe są w pełni sprzężone, równania konstytutywne określające: tensor 
naprężenia, wektor przesunięcia pola elektrycznego, entropię i potencjał chemiczny dane są 
zależnościami: 

 

 cΘEea
H

ijijkkijklijkl
ij

ij µβε
ε

σ −−−=
∂
∂= , (11) 

 cΘhEce
E

H
D kkjkjijkij

i
k ϑε −−−−++++++++====

∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−==== , (12) 

 dcΘEhs kkijij ++++++++++++====
∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−==== αεβ
θ
Σ , (13) 

 mcdΘE
c

H
M iiijij +++=

∂
∂−= ϑεµ . (14) 

 
Otrzymaliśmy w ten sposób układ 32 równań różniczkowych cząstkowych z 32 

niewiadomymi, a mianowicie: 3 równania równowagi (1), 6 związków geometrycznych (2), 
4 równania Maxwella (3) i (4), po jednym równaniu bilansu entropii (5) i masy (6), po trzy 
równania określające strumień ciepła (7) i masy (8), oraz 11 równań konstytutywnych (11-
14). Z równań tych możemy wyznaczyć po 6 składowych tensorów naprężenia 
i odkształcenia, po trzy składowe wektorów: przemieszczenia, przesunięcia i natężenia pola 
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elektrycznego, strumieni ciepła i masy, entropię, temperaturę, potencjał chemiczny 
i koncentrację.  
 
2.3. Warunki początkowo-brzegowe 

 
Aby rozwiązać zagadnienie higrotermopiezosprężystości opisane wymienionymi wyżej 

równaniami należy przedtem sformułować warunki brzegowe. Warunki te mają następującą 
postać: 

 
 uii Buu ∂= naˆ , (15) 

 BBBBpn uijij ∂=∂∪∂∂= σσσ ,naˆ , (16) 

 Φ∂= BΦΦ naˆ , (17) 

 BBBBDnD DDkk ∂=∂∪∂∂= Φ,naˆ , (18) 

 
Θ

B∂= naθ̂θ , (19) 

 BBBBqnq qqii ∂=∂∪∂∂= θ,naˆ , (20) 

 cBcc ∂= naˆ , (21) 

 BBBBjnj jcjii ∂=∂∪∂∂= naˆ , (22) 

 
gdzie: αB∂ ( )McqΘDΦpu ,,,,,,,=α – powierzchnia, do której jest przyłożona 

odpowiednia wielkość wynikająca z warunku brzegowego, jcqΘDΦpu ii
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  to kolejno 

zadane na brzegu ciała: przemieszczenie i siła powierzchniowa, potencjał i przesunięcie 
elektryczne, temperatura i strumień ciepła, koncentracja i strumień masy. 

Komplet równań zagadnienia uzupełniają warunki początkowe 
 

 ( ) ( ) Bvtxvutxu ikiiki w0,,0, oo
& ==== , (23) 

 ( ) Bstxs k w0, o== , (25) 

 ( ) Bctxc k w0, o== , (26) 

 

gdzie: oooo csvu ii ,,, – wartości początkowe przemieszczenia, prędkości, entropii i 

koncentracji. 
Przedstawione powyżej równania pola (1-6), równania konstytutywne (7), (8), (11-14), 

warunki brzegowe (15-22) oraz warunki początkowe (23-26) tworzą zadanie początkowo-
brzegowe higrotermopiezosprężystości. Jest to skomplikowany układ sprzężonych równań 
różniczkowych cząstkowych mechaniki, przewodnictwa cieplnego, dyfuzji 
i elektrodynamiki ośrodków ciągłych. 
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3. Podsumowanie 
 

W prezentowanym artykule przedstawiono podstawowe równania 
higrotermopiezosprężystości wraz z warunkami początkowymi i brzegowymi. Mogą być 
one wykorzystane do poszukiwania analitycznych i numerycznych rozwiązań problemów 
związanych z wykorzystaniem materiałów piezoelektrycznych poddanych działaniu 
temperatury i wilgotności.  
 

Oznaczenia symboli 
 
c  przyrost koncentracji, concentration increment [-], 

εc  ciepło właściwe, specific heat [J kg-1 K-1], 

C  koncentracja wilgoci, moisture concentration [-], 

0C  koncentracja początkowa, reference concentration [-], 

kD  wektor przesunięcia pola elektrycznego, electric displacement vector [C m-2], 

kE  wektor natężenia pola elektrycznego, electric field vector [V m-1], 

if  wektor siły objętościowej, mechanical body force [N m-3], 

kj  wektor natężenia strumienia masy, mass flux vector [kg m2 s-1], 

kn  wektor normalny do brzegu, unit outward normal vector, 

kq  wektor natężenia strumienia ciepła, heat flux vector [W m-2], 

rρ  źródło ciepła, heat source [W m-3], 

Rρ  źródło masy, mass source [kg m-3 s-1], 

t  zmienna przestrzenna, time [s], 
T  temperatura absolutna, absolute temperature [K], 

0T  temperatura początkowa, reference temperature [K], 

iu  wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m], 

kx  współrzędna przestrzenna, spatial position [m], 

ijε  tensor odkształcenia, symmetric strain tensor [-], 
Φ  potencjał elektryczny, electric potential [V],  
η  gęstość entropii, entropy density [J K-1 m-3], 

ijκ  współczynnik przewodnictwa cieplnego, thermal conductivity [W m-2 K-1], 

Θ  przyrost temperatury, temperature increment [K], 
ρ  gęstość masy, mass density [kg m-3], 

eρ  gęstość ładunku, charge density [C m-3], 

ijσ  tensor naprężenia, symmetric stress tensor [Pa]. 
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BOUNDARY INITIAL VALUE PROBLEM OF LINEAR 

HYGROTHERMOPIEZOELASTICITY 
 

Summary 
 

The paper contains balance equations, constitutive equations and initial-boundary value 
conditions of linear higrothermopiezoelectricity. The results obtained in this work can 
become the theoretical basis to formulate the numerical solutions of different scientific and 
engineering problems connected with piezoelectric materials. 

 


