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1. Wprowadzenie

W pracy analizuje si¢ symetrie rownan fizycznych gradientowej lepkosprezystosci
z udzialem dystorsji niemechanicznych pochodzacych od pol temperatur @ , dyfuzji masy
C, przeptywow jonowych E; czy tez uszkodzefi materialu ¢;. W efekcie koncowym
uzyskuje si¢ twierdzenie o wzajemnos$ci, ktore pozwala na poszukiwanie rozwigzan
najprostszych zadan gradientowej termo mechaniki por.[2]. Twierdzenie to stanowi
uogolnienie klasycznych badan symetrii operatorow zadan brzegowych liniowej
lepkosprezystosci z udziatem pdl niemechanicznej natury opisanych m.in.w [1].

2. Réwnania problemu

Analizowane w pracy zagadnienie opisane jest uogdlnionym ukladem roéwnan
réwnowagi i rownan geometrycznych ujmujacych tensor odksztalcen jak i jego gradient

(oij + ik )j +PFi = pYi, (1)

2e =V +Uy 0 =gk )

oraz rownan fizycznych uwzgledniajacych dystorsje gradientowe i reologiczne wlasnosci
osrodka:

oij = Eija *d(&g —&0)+€ijan * d(n =010 ): G

Tijk = Gijklnm *d(7jnm _77I?1k )+ Rijin ™ d( e —5|?1 )

gdzie tensory dystorsji gﬁ posiadaja jedna z postaci:

0 _ 0 _ 0 _ 0
e =an Ens w0 =aw®, &g = Agmn®Pmn s

77I(r)1m = :Blnmr Er’ 77I(r)1m =dnm H,m' 4)
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Do rownan tych nalezy dotaczy¢ warunki brzegowe na sily powierzchniowe

1 przemieszczenia:
0

oijNjla, =P, Ula =Uj, Tijk,knjAr:Pi' Q)

W réwnaniach tyCh symbolami O'ij "gij V Ej l’7ijk U ,pFi , Pi y Eijkl leijk|n>Gijklnm’ AKin»
En,O,0m, * 0znaczono kolejno tensory naprezen, odksztatcen, dystorsji, przemieszczenia,

sity masowe i powierzchniowe, tensor funkcji relaksacji, tensor okreslajacy pole
odksztalcen wywotane dystorsjami pola niemechaniczne takie jak E ,0,¢,,.*, czyli

kolejno pole elektryczne, temperatur i tensora uszkodzen materiatu, natomiast symbol
f, =df, = f, *df, oznacza iloczyn splotowy Stieltjesa funkcji f; i f5, jako funkcji czasu t.

3. Symetria pol
Punktem wyjsciowym rozwazan prowadzacych do twierdzenia o wzajemnosci sa
rownania fizyczne (3) na tensor naprezen oraz naprezen gradientowych z uwzglednieniem
dystorsji gi? i ﬂi?k.
0 0
oij = Ejju *d( &y — & )+ & * d(7n — 710 ) (6)

0 0
Tijk = Eijn *d(&1n =& )+ Gijanm * (Finm = 7inm )

W klasycznym ujeciu problemu analizuje si¢ symetrie pary pol (..), (..”)
0 5 0
(o, P&y = &ij Tige . P i =i P F ),
(G;j :Pi' !5;1' _gi(j)' !T;jk ’Pi‘ ’77;jk _77i(j)i< P Fil )

zgodnie z diagramem zalezno$ci przedstawionym na rys.1.

(O'ij,Pi 1Eij _gi(j) i P oMk _77i(j)k o F),

(O'u P ’gilj _gi(j)’T;jk’Pi' ’n;jk _77i(j)k P Fi' )

Rys. 1. Pary poréwnywanych pél mechanicznych i dystors;ji
Fig. 1. Pairs of distortions and mechanical fields
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Badanie symetrii rownan fizycznych prowadzi do zaleznosci:

ojj *dej = Ejg * dey * dejy + €4 * d7pyeg * ey — e
0 : 0 :
— Ejjq *dey *dejj — €0 * A1y *dey
z ktorej wynika wstepna tozsamos¢ dla klasycznej (niegradientowej) czesci zadania:

Oij *df;j _O-;j *dejj — e * (A *dg;j — A7 *d‘g;j )= ®)
= Eiju *(ng?I *dg;j —dgf,' *deij )+ 8ijin *(dﬂl?m *dg;j _dm?‘ln *dejj ).
Podobnie zachodzi dla tensora naprezen wyzszego rzedu (gradientowych):
Tijk *dﬂ;jk = €jjin * déyy *dﬂ;jk +Gijkinm * A7 m *dﬂ;jk -

)

0 : 0 :
= €ijcin * & * A — Gijcinm * A7inm * A 7735
Otrzymujemy stad analogiczna do (8) tozsamo$¢ dla gradientowej czg$ci zadania:
Tij *d77i — Tij * A7 — Ejjan * (dey, *drie —dey *dmyy ) =

. ‘ , , (10)
= €ijkin *(de * Ay —dejy * A )+ Gijeinm *(d 7o * Ay —d77in * Ay )-

4. Twierdzenie o wzajemnoSci

Z otrzymanej pary tozsamosci, czyli rownan (8) i (10) wyniknie koncowa postaé
poszukiwanego twierdzenia. Istotnie, w wyniku poréwnania tozsamosci czastkowych (8)
1 (10) otrzymamy lokalna forme twierdzenia o wzajemnosci, czyli tozsamos$¢:

(oj *d‘g;j _O-;j *dej; ) — (7K *dﬂ;jk _T;jk *dni ) =
= Eijj *(dey *dg;j —dey *deij )+ jjin *(dmn *dg;j —dndn *degj )+ (1D
+ Ejjkin *(d€|?1 *dﬂ;jk —dgﬁ; *d7iik )+ Gijkinm *(d77|?1m *dﬂ;jk _d77l?1'm *dm ) =V.

Calkujac tozsamos$¢ (11) po calym obszarze ciala z wykorzystaniem twierdzenia
Gaussa, otrzymamy poszukiwana posta¢ twierdzenia o wzajemnosci w przypadku
gradientowych dystorsji w ciele lepko sprezystym.

Ostatecznie poszukiwane twierdzenie o wzajemnos$ci dla dystorsji postaci
g4 =au 0, Mn =aul, przyjmie forme:

[ LR+ B ywav; =B+ B ) vy 1dA+ [ [ p(Fy = Vi )= dv; = p(Ff =¥, )= dv; TdV +
A \

\ \

7ijkm *(d @vm* d 8;j,k -d @:m* d 8;j,k)] dv +J‘ 7ijk *<d O*d 8:] -d @I *dgij )nk dA
A
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gdzie: 7ii = Eiju 2w Yiik = Cijkin %> Vijkm = Gijklnm A -

W tozsamosci (12) lewa strona zawiera klasyczne elementy tego twierdzenia za wyjatkiem
catek z iloczynéw napre¢zen gradientowych i tensora odksztalcen. Natomiast po stronie
prawej wystepuja skladniki zwiazane z tensorami odksztalcen dystorsyjnych.
W przypadkach szczegdlnych, braku dystorsji otrzymamy klasyczne twierdzenie
o wzajemnosci w gradientowe] lepko sprezystosci. Oczywiscie dalszym przypadkiem
szczegbdlnym sg rownania twierdzenia o wzajemnos$ci w liniowej lepko sprezystosci.
Sytuacja ta jest na tyle korzystna, poniewaz pozwala na porownywanie analogicznych
rozwiazan klasycznej lepko sprezystosci z rozwiazaniami uogoélnionymi w ramach teorii
gradientowe;.
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THE RECIPROCITY THEOREM FOR GRADIENT DISTORTION
Summary
In the paper the reciprocity theorem for gradient viscoelasticity with non-mechanical

distortion was proposed. The theorem arises from symmetry analysis of physical equations
and can be treated as a generalization of adequate theorems of classical thermo-mechanics.



