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1. Wprowadzenie

Materiaty piezoelektryczne sa w inzynierii budowlanej wykorzystywane do
nieniszczacej oceny stanu konstrukcji budowlanych. Relacje wzajemnos$ci w zagadnieniach
piezoelektrycznosci i elektrostrykcji byly analizowane przez autorow wielu opracowan,
m.in. [2, 3]; w pierwszej z nich cytowane i omowione sa liczne prace polskie i zagraniczne
z tego zakresu. Natomiast w niniejszej pracy wyprowadzono relacje wzajemnosci
w przypadku zagadnienia brzegowego nieliniowej piezolektrycznosci.

2. Zagadnienie brzegowe nieliniowej piezoelektrycznosci

Na zagadnienie brzegowe nieliniowej fizycznie piezoelektrycznos$ci skladaja sie
nastgpujace rownania [1]:

o, 4 =0, (1)
D= p., @)

1
&= 5(”,-,,- + ”j.i)= Ui, j)o 3)
Ei=-0;, 4
o= e — €k Ex + % CotimneriEmn — Emjit Eme =5 Qi ExEr » Q)
D= CijEj +eu &y +%gijklmgjkglm +%dijkEjEk +QijklEjgkl ) (6)

oraz warunki brzegowe:
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gdzie:  ayy,Cy s e s Coutn > i s Saam > Qg 0Znaczaja - wspoOtezynniki  materiatowe,

przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodna czastkowa, OB, (azu,p,(b,D) -
powierzchnig, do ktérej sa przylozone odpowiednio zadane na brzegu ciala:
przemieszczenie#, , sita powierzchniowa p,, potencjat elektryczny o, indukcja

elektryczna D.
3. Operatorowa postaé¢ zagadnienia brzegowego

W celu uproszczenia dalszych rozwazan, i uczynienia ich bardziej klarownymi,
rownania (1-10) zostana przedstawione w nastgpujacej, zwartej postaci operatorowej:
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przy czym gorny indeks T oznacza macierz transponowana.
Roéwnanie operatorowe (11) mozna zapisa¢ w alternatywnej postaci:

<[N(u)+ L(u)+f], u> = <[N(u)]T, u> + <(L(u))T , u> + <fT , u> =0, (15)

gdzie:
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4. Relacja wzajemnoSci nieliniowej piezoelektrycznosci

Niech dane beda dwa niezalezne od siebie uktady przyczyn f,f' i skutkow wu,u’
spelniajacych réwnanie (15). Wowczas rownanie (15) przyjmie odpowiednio postac:

(NI w) + (@) w)+ (£ w) =0, (19)
<[N(u’)]T , u> + <(L(u'))T , u> + <f’T , u> =0. (20)

Odjecie powyzszych rownan stronami prowadzi do relacji:

<[N(u)]T , u’> - <[N(u')]T , u> + <(L(u))T , u’> - <(L(u’))T , u> + <fT , u’> - <f’T, u> =0. (21)

Zalezno$¢:
[(o, u-D, @)y =~[(ou, -D,@ )av + [ puida~ | Dw'ad, (22)
Vv 4 A A

pozwala sprowadzi¢ (17) do postaci:
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z ktorej wynika, ze <(L(u))T,u’> - <(L(u’))T,u> =0.
W konsekwencji (21) przyjmuje ostateczng postaé relacji wzajemnosci nieliniowej

fizycznie piezoelektrycznosci:

(IN@Tw) = (N )T u)+ (70) = (£ u) = 0, (24)

skad, po wykorzystaniu zaleznosci (16) i (18) wynika, ze:
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Otrzymana relacja wzajemnos$ci (25) moze zosta¢ wykorzystana do poszukiwania

analitycznych i1numerycznych rozwigzan wielu probleméw naukowych i inzynierskich
zwiazanych z wykorzystaniem materiatow piezoelektrycznych.

Oznaczenia symboli

- wektor indukcji elektrycznej, electric displacement vector [C m™],
- wektor nat¢zenia pola elektrycznego, electric field vector [V/m],

- wektor sily objetosciowej, mechanical body force [N/m’],

- wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m],

- tensor odksztatcenia, symmetric strain tensor [-],

- potencjat elektryczny, electric potential [V],

- tensor naprgzenia, symmetric stress tensor [Pa],

- gestosé tadunku elektrycznego, electric charge [C/m’].
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RECIPROCITY RELATION IN BOUNDARY PROBLEM OF NONLINEAR

PIEZOELECTRICITY
Summary

The paper contains derivation of reciprocity theorem for boundary problem of nonlinear

piezoelectricity. The results obtained in this work can become the theoretical basis to
formulate the numerical solutions of different scientific and engineering problems
connected with piezoelectric materials.



