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1. Wprowadzenie 
 

Materiały piezoelektryczne są w inżynierii budowlanej wykorzystywane do 
nieniszczącej oceny stanu konstrukcji budowlanych. Relacje wzajemności w zagadnieniach 
piezoelektryczności i elektrostrykcji były analizowane przez autorów wielu opracowań, 
m.in. [2, 3]; w pierwszej z nich cytowane i omówione są liczne prace polskie i zagraniczne  
z tego zakresu. Natomiast w niniejszej pracy wyprowadzono relacje wzajemności  
w przypadku zagadnienia brzegowego nieliniowej piezolektryczności. 
 

2. Zagadnienie brzegowe nieliniowej piezoelektryczności  
 

Na zagadnienie brzegowe nieliniowej fizycznie piezoelektryczności składają się 
następujące równania [1]: 

 0, =+ ijij fσ , (1) 
 

 eiiD ρ=, , (2) 

 ( ) ( )jiijjiij uuu ,,,2
1

=+=ε , (3) 

 iiE ,Φ−= , (4) 

 lkijklklmmjiklmnklijklmnkijkklijklij EEQεEgεεCEea 2
1

2
1 −−+−= εσ , (5) 

 kljijklkjijklmjkijklmjkijkjiji εEQEEdεεgeEcD ++++= 2
1

2
1ε , (6) 

 
oraz warunki brzegowe: 

 uii Buu ∂= naˆ , (7) 

 BBBBppn uiijij ∂=∂∪∂∂== σσσ naˆ , (8) 

 Φ∂Φ=Φ Bnaˆ , (9) 

 BBBBDDnD DDkk ∂=∂∪∂∂== Φnaˆ , (10) 
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gdzie: ijkla , ijc , kije , ijklmnC , ijkd , ijkklmg , ijklQ  oznaczają współczynniki materiałowe, 

przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodną cząstkową, αB∂  ( )Dpu ,,, Φ=α  –
powierzchnię, do której są przyłożone odpowiednio zadane na brzegu ciała: 
przemieszczenie iû , siła powierzchniowa ip̂ , potencjał elektryczny Φ̂ , indukcja 

elektryczna D̂ . 
 

3. Operatorowa postać zagadnienia brzegowego 
 

W celu uproszczenia dalszych rozważań, i uczynienia ich bardziej klarownymi, 
równania (1-10) zostaną przedstawione w następującej, zwartej postaci operatorowej: 

 
 ( ) ( ) ,0fuLuN =++  (11) 

gdzie: 
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 [ ]T,,,,,,,,, ΦΦ= DupDEu iiiiijiji σεu , (13) 
 

 [ ]Tˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,0,0,,0,0, Dpuf iiei Φ−Φ= ρf , (14) 
 

przy czym górny indeks T  oznacza macierz transponowaną. 
Równanie operatorowe (11) można zapisać w alternatywnej postaci: 

 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )( ) 0,,,, TTTT =++=++ ufuuLuuNufuLuN , (15) 

gdzie: 
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 ( ) dADdADdAupdApudVuf
Du AAA

ii
A
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4. Relacja wzajemności nieliniowej piezoelektryczności 

 
Niech dane będą dwa niezależne od siebie układy przyczyn ff ′,  i skutków uu ′,  

spełniających równanie (15). Wówczas równanie (15) przyjmie odpowiednio postać: 

 ( )[ ] ( )( ) 0,,, TTT =′+′+′ ufuuLuuN , (19) 
 

 ( )[ ] ( )( ) 0,,, TTT =′+′+′ ufuuLuuN . (20) 
 

Odjęcie powyższych równań stronami prowadzi do relacji: 
 

( )[ ] ( )[ ] ( )( ) ( )( ) 0,,,,,, TTTTTT =′−′+′−′+′−′ ufufuuLuuLuuNuuN . (21) 
 

Zależność: 
 

 ( ) ( ) dADdAupdVDudVDu
AA

ii
V

jjjiij
V

jjijij ∫∫∫∫ Φ′−′+Φ′−′−=Φ′−′ ,,,, σσ , (22) 

pozwala sprowadzić (17) do postaci: 
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z której wynika, że ( )( ) ( )( ) 0,, TT =′−′ uuLuuL . 

W konsekwencji (21) przyjmuje ostateczną postać relacji wzajemności nieliniowej 
fizycznie piezoelektryczności: 

 

 ( )[ ] ( )[ ] 0,,,, TTTT =′−′+′−′ ufufuuNuuN , (24) 

skąd, po wykorzystaniu zależności (16) i (18) wynika, że: 
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Otrzymana relacja wzajemności (25) może zostać wykorzystana do poszukiwania 

analitycznych i numerycznych rozwiązań wielu problemów naukowych i inżynierskich 
związanych z wykorzystaniem materiałów piezoelektrycznych. 
 

Oznaczenia symboli 
 

kD  - wektor indukcji elektrycznej, electric displacement vector [C m-3], 

kE  - wektor natężenia pola elektrycznego, electric field vector [V/m], 

if  - wektor siły objętościowej, mechanical body force [N/m3],  

iu  - wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m], 

ijε  - tensor odkształcenia, symmetric strain tensor [-], 
Φ  - potencjał elektryczny, electric potential [V], 

ijσ  - tensor naprężenia, symmetric stress tensor [Pa], 

eρ  - gęstość ładunku elektrycznego, electric charge [C/m3].  
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RECIPROCITY RELATION IN BOUNDARY PROBLEM OF NONLINEAR 

PIEZOELECTRICITY 
 

Summary 
 

The paper contains derivation of reciprocity theorem for boundary problem of nonlinear 
piezoelectricity. The results obtained in this work can become the theoretical basis to 
formulate the numerical solutions of different scientific and engineering problems 
connected with piezoelectric materials. 


