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1. Wprowadzenie

Zjawisko elektrostrykcji jest rezultatem obnizenia si¢ energii potencjalnej dipoli
indukowanych przez przytozone do osrodka pole elektryczne; powoduje ono odksztatcenie
materiatu. W odrdéznieniu od odwrotnego zjawiska piezoelektrycznego, gdzie deformacja
materiatu zalezy od znaku pola elektrycznego (odksztalcenie jest liniowa funkcja natezenia
przytozonego pola), w przypadku elektrostrykcji odksztalcenie materiatu lub powstate
wnim naprezenia sa proporcjonalne do kwadratu natezenia zewnetrznego pola
elektrycznego (zmiana wymiaréw ciala zachodzi w jednym kierunku, niezaleznie od
kierunku przytozonego pola elektrycznego). Do najczesciej wykorzystywanych materiatow
elektrostrykcyjnych naleza: elastomery dielektryczne, polimery elektroaktywne i ceramika
elektrostrykcyjna. Do zalet tej ostatniej mozna zaliczy¢é wysoka warto$¢ przenikalno$ci
dielektrycznej, maly wspotczynnik rozszerzalnosci, mozliwos¢ uzyskiwania wysokich
warto$ci naprezen rozciagajacych; nie trzeba jej tez polaryzowaé [1]. Wykorzystywana jest
ona do budowy wszelkiego rodzaju przetwornikéw elektromechanicznych. Materiaty
elektrostrykcyjne moga by¢ takze wykorzystywane w nastawnikach, a takze réznego
rodzaju elementach bionasladowczych (np. sztuczne miesnie). Podstawowa zaleta takich
elementdw jest mala waga, szybko$¢ dziatania oraz brak zaklécen akustycznych.

Mozliwos¢ przetworzenia energii elektrycznej na dziatanie mechaniczne, jaka daja
materiaty elektrostrykcyjne, pozwala na uzyskanie za pomoca odpowiednich urzadzen,
zwanych aktuatorami (aktywatorami) pewnych uzytecznych efektow praktycznych
wykorzystywanych w réznego rodzaju nieniszczacych technikach pomiarowych.
W inzynierii budowlanej urzadzenia te sa wykorzystywane do monitorowania stanu
konstrukcji i wykrywania wad materiatoéw konstrukcyjnych [2].

Poza wspomnianym wyzej aspektem praktycznym elektrostrykcji istnieje tez aspekt
naukowy tego zjawiska. Na podkreslenie zastuguje fakt, iz zjawisko elektrostrykcji jest
nieliniowe fizycznie i opisuje je uktad sprzezonych réwnan rézniczkowych (pehne
sprzgzenie pola mechanicznego z elektrycznym). Trudno jest zatem znalez¢ doktadne
rozwiazanie formulowanych zagadnien brzegowych o znaczeniu praktycznym. Utatwié¢ to
moze wariacyjne ujecie elektrostrykcji, ktdére mozna wykorzysta¢ do poszukiwania
przyblizonych analitycznych (np. metoda RITZA) oraz numerycznych (np. MES) rozwiazan
zagadnienn brzegowych probleméw naukowych i inzynierskich zwiazanych z
wykorzystaniem materiatow elektrostrykcyjnych.



Niniejsza praca jest poswigcona sformutowaniu funkcjonalu wariacyjnego
elektrostrykcji. Wykorzystane w tym celu zostanie twierdzenie, z ktorego wynikaja
warunki i posta¢ takiego funkcjonatu [3].

2. Zagadnienie brzegowe

Rownania opisujace zjawisko elektrostrykcji mozna sprowadzi¢ do nastepujacego
uktadu sprzezonych, nieliniowych rownan tensorowych [4]:
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gdzie przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodna czastkowa, za$ powtarzajace si¢
indeksy dolne wskazuja na sumowanie. Wystepujace w powyzszych wzorach
wspdfczynniki materiatowe a,,,¢,,,0,,, charakteryzuja si¢ nastgpujacymi symetriami:
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Do powyzszych rownan dotaczymy nastepujace warunki brzegowe
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gdzie A, (a:u, p,tp,D) sa czg$ciami powierzchni ciata, do ktoérych sa przylozone
zadane: przemieszczenia #, , sity powierzchniowe p,, potencjat elektryczny o i indukcja

elektryczna D.
Roéwnania (1) wraz z warunkami brzegowymi tworza zagadnienie brzegowe, w ktérym
niewiadomymi sa trzy sktadowe wektora przemieszczenia u; i potencjat elektryczny @ .

3. Zasada wariacyjna

W celu uproszczenia i skrécenia dalszych rozwazan zapiszemy rownania (1) oraz
warunki brzegowe (3,) i (34) W nastgpujacej, operatorowej postaci:
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przy czym N () jest operatorem nieliniowym, u — elementem szukanym, za§ f — danym.

Warunki istnienia funkcjonatu wariacyjnego F (u,,¢), z ktérego jako rdwnanie
EULERA-LAGRANGE’A otrzymujemy nieliniowe rownanie operatorowe (4), a takze jego
posta¢, okreslone sg przez twierdzenie VAINBERGA [3]. Z twierdzenia tego wynika, ze
funkcjonat taki istnieje, jesli operator rozpatrywanego zadania jest potencjalny. Problem
wyznaczenia postaci takiego funkcjonatu nalezy do zagadnien odwrotnych rachunku
wariacyjnego [5].

Aby sprawdzi¢ potencjalnos¢ operatora N () sprowadzimy zagadnienie brzegowe (4)
do nastepujacej, ekwiwalentnej postaci:
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uzyskujemy stabe sformutowanie zadania brzegowego okreslonego rownaniem (4)
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Zgodnie z twierdzeniem VAINBERGA operator N () jest potencjalny, gdy speliony jest
warunek symetrii [3]

(dN(u u')u > <dN(uu) ) (10)

gdzie dN (u,u’) oznacza rézniczke GATEAUX operatora N (), przy czym zakladamy, ze
sktadowe elementéw u' oraz u” na brzegu obszaru spehiaja nastepujace warunki:
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Warunek (10) jest wystarczajacy, aby istnial funkcjonal wariacyjny F (u), ktérego
gradientem (rézniczka GATEAUX) jest operator N (u)+ f.
W rozwazanym przypadku
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Podstawiajac do zaleznosci (7,) operator dN(u,u’) w miejsce operatora N(u) oraz

element " w miejsce elementu u otrzymujemy
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Wykorzystujac ponownie twierdzenie GAUSSA-OSTROGRADSKIEGO oraz warunki

brzegowe (11) otrzymujemy, ze
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Co dowodzi spetnienia warunku symetrii (10) a tym samym potencjalnosci operatora N ()

Zatem, zgodnie z twierdzeniem VAINBERGA, w przypadku zagadnienia brzegowego (4)
istnieje funkcjonat wariacyjny

Flu)= jol (N(au),u)da +<f,u>, (15)
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zas < f ,u) okresla relacja (7,). Po wykorzystaniu twierdzenia GAUSSA-OSTROGRADSKIEGO
oraz dalszych przeksztatceniach, dostajemy, ze
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i w konsekwencji funkcjonal wariacyjny (15) przyjmuje ostateczna postaé
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gdzie (co warto podkreslic)
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2 %ij

jest entalpia elektryczna [6] wyrazona w przemieszczeniach u; i potencjale elektrycznym

D.
Jak tatwo sprawdzi¢, z warunku stacjonarnosci funkcjonatu (18), czyli zerowania sie
jego wariacji

SF(u,,®)=0, — (N(u)+ fu)=0 (20)

wynika réwnanie operatorowe (4), a tym samym réwnania EULERA-LAGRANGE’A w postaci
rownan (1) oraz warunkow brzegowe (3,) i (34) tworzace zagadnienie brzegowe
elektrostrykcji. Zaleznos¢ (20) stanowi tres¢ zasady wariacyjnej elektrostrykcji.

Otrzymana zasada wariacyjna pozwala na uzyskiwanie przyblizonych postaci
poszukiwanych funkcji i moze zosta¢ wykorzystana do poszukiwania analitycznych (np.
RITZA) oraz numerycznych (np. MES) rozwiazan zagadnien brzegowych problemow
naukowych i inzynierskich zwigzanych z wykorzystaniem materiatéw elektrostrykcyjnych.
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Oznaczenia symboli

wektor sily objetosciowej, mechanical body force [N/m’],
wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m],

potencjat elektryczny, electric potential [V],

gestos¢ fadunku elektrycznego, electric charge [C/m’].
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VARIATIONAL PRINCIPLE OF ELECTROSTRICTION

Summary

The paper shows how to transform a given nonlinear boundary problem of

electrostriction into a variational formulation. A sufficient condition for the construction of
variational principle is formulated in the theorem of VAINBERG. The results obtained in this
work can become the theoretical basis to formulate the numerical solutions of different
scientific and engineering problems connected with electrostrictive materials.



