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Gradientowe teorie wynikaja z klasycznych uje¢ mechaniki, sa jednak od nich bardziej
skomplikowane. Wprowadza sie w nich dodatkowa pare tensoréw gradientowych do opisu
stanu naprezen i odksztalcen [1,4]. W tej sytuacji warto wykorzysta¢ rozwiazania zadan
brzegowych klasycznej sprezystosci do poszukiwania rozwiazan analogicznych zadan
brzegowych w teoriach gradientowych. W pierwszej kolejnosci nalezy poréwnaé pary
rownan fizycznych: zadania  klasycznego i z uwzglednieniem tensora gradientu
odksztatcen. Takie porownania sa mozliwe po znalezieniu twierdzen o wzajemnosci miedzy
wyszczegolnionymi parami rownan fizycznych [3]. Jest to tez celem przedstawionych w
niniejszej pracy rozwazan

Bedziemy wigc bada¢ symetrie wystepujaca miedzy szczegdlnymi przypadkami teorii
gradientowych, a mianowicie: lepkosprezystoscia, gdzie oprocz tensora odksztalcen
uwzglednia sie jego gradient, a teoria pelna. Podobnie mozna poréwnywaé pelne i
uproszczone rownania fizyczne na tensor naprezen gradientowych.

1. Roéwnania fizyczne teorii

Ogolna posta¢ rownan fizycznych lepkosprezystosci na tensory naprezen (o

;> Ty ) ktore sa

zalezne od tensorow odksztatcen (& , 77, ) jest nastgpujaca (por.[4]):

Oy =E(/k/ *d ey + Ckim * A Mg ()

lek = el_]k]m * d 8Im + Gl_]k]mn * d nlmn (2)

Zadania brzegowe okreslaja ponadto rownania geometryczne definiujace klasyczne i
gradientowe tensory odksztatcen w ciele

28,‘,‘ =u,'9]'+u_,9,' > 77ijk =8yak (3)
oraz zmodyfikowane réwnania ruchu ujmujace rowniez tensor naprezen gradientowych

(o, + 70 ), +PF, = pii, (4)
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Uklad ten dopetniaja warunki brzegowe na zadane naprezenia i odksztalcenia wystepujace
na brzegu osrodka oraz warunki na poczatkowe przemieszczenia i ich predkosci.

(O-!i+7i/k’k)”‘i|A =5 Uil4, =i, ”i(xks0+)=”,0s di(xks0+)=V,o (%)

Przytoczony uklad réwnan pozwala sformutowa¢ podstawowe zadanie poczatkowo-
brzegowe w lepkosprezystosci gradientowej. W dalszej kolejnosci bedziemy analizowali
szczegolne przypadki tych rownan

. _ .o g *
W pracy symbolami &, 7., &, My =€, » 4> PF, pil, B, Py f*df S Eyy s €y
G

Jumn 0ZNACZONO kolejno tensory naprezen i odksztalcen klasycznych i gradientowych,

wektor przemieszczen, sile masowa i bezwladnosci oraz sity powierzchniowe i funkcje
relaksacji za§ symbol * oznacza iloczyn splotowy Stieltjesa

: t 7e[-0o,1)
fird =[ A=) r={t relend)
Wszystkie pola sa funkcjami miejsca i czasu, zas ( ), P = rl
Xk

2. Roéwnania teorii szczegdélnych

Porownywac¢ bedziemy pary réwnan fizycznych teorii szczegdlnych wynikajace z réwnan
(1)1 (2). Pierwszy przypadek szczegdlny okreslaja réwnania na klasyczne naprezenia

O"y = Eykl *de', (6)

— * *
G(/ - e(/k/m d77 kim + E(/k/ dgk/ (7)

oraz pozostate rownania:(3)-(5) wyznaczajace zadania brzegowe.
Natomiast drugi, szczegdlny uklad dotyczy naprezen gradientowych i ma postaé

[ * '
T ijk — Gljklmn d77 Imn (8)
— * *
T{/k - G(/klmn dnlmn + eijk/m dg/m (9)

W dalszej kolejnosci bedziemy analizowali symetrie podanych tu rownan.
3. Symetria klasycznego ukladu ré6wnan
Analiza symetrii wystepujacych w réwnaniach (6) i (7) prowadzi do tozsamosci

* v * * ''=o'.*
o, *de',—e dny, *de'; =o', *de, (10)

ijkim

Catkujac nastepnie tozsamos¢ (10) po calej objetosci srodka i wykorzystujac réwnania
ruchu i warunki brzegowe uzyskujemy tozsamos¢ globalna
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[ P, da+ [ p(F,—ii,)* du', = [ P *du,dA+ [ p(F',=ii,)* du, + -
+ J‘V e(/k/m * dnk/m * dg'ij dV

W réwnaniu tym ukfad z ,,primami” oznacza klasyczne zadania lepkosprezyste, za$ drugie
uwzglednia gradient tensora odksztatcen.

4. Symetria ukladu z tensorami naprezen gradientowych
Badajac z kolei symetri¢ rownan fizycznych (8) i (9) otrzymujemy tozsamos$¢

Ty R dn' —ey, *de, *dn'y =1, % dn (12)

ijkim

Catkujac tozsamos¢ (12) po objetosci ciata i przeksztalcajac otrzymujemy twierdzenie o
wzajemnosci dla tensoréw naprezen gradientowych

[ ot mdd+ [ p(F, =i )* 'y av = [ (¢, %, Jndd =

[ 2w dun,dd+ [ p(F'=it )* du,dv — [ (' *du,, Jndd+ (13)

ijk

J.V e(/k/m * dglm * dn'(/k dV

Ostatecznie, po uwzglednieniu zaleznosci miedzy wektorem a tensorem naprezen
gradientowych otrzymujemy koncowa postac twierdzenia o wzajemnosci

[P * du,~P #du, i + [ < plF, i, )* d —p(F" =i, }* ', > aV =

(14)
[y * i, I = (0 *du, A+ [ ey, * de, * dip'y, dV

Gdzie wektory sit powierzchniowych pochodzacych od obu typow naprezen przyjma postac
(Tiik’k )ni =P, (6;,- + T )’7_, =F (15)

Podane tu twierdzenie w ktérych uktad ,,z primami” dotyczy zadania uproszczonego, zas
drugi pelnego moze by¢ wykorzystany do wyznaczania rozwigzan teorii gradientowych na
podstawie znajomosci calek teorii uproszczonych wynikajacych odpowiednio z réwnan (6)

i(8).
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SYMMETRIES OF PARTICULAR GRADIENT THEORIES
Summary
The symmetry of particular forms of equations in the theory of gradient viscoelasticity is
analysed in the work. Basing on the considerations the reciprocity principle is derived for

this case. The principle enables solving boundary problems as for the simplified from of the
theory and full one as well.



