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1. Wprowadzenie

Budowlane konstrukcje inzynierskie z uptywem czasu ulegaja uszkodzeniom i starzeniu
si¢, co powoduje obnizenie mozliwosci realizacji przewidywanych dla nich funkcji
uzytkowych. Takie niepozadane efekty moga by¢ spowodowane niekorzystnymi
warunkami eksploatacyjnymi (przeciazenie, nagly, dynamiczny wzrost obciazen), a takze
niesprzyjajacymi warunkami pracy (wilgo¢, kwasne deszcze, zmiany temperatury).
Zjawiska te wywotuja uszkodzenia lub zmiany struktury wewnetrznej zastosowanych
w konstrukcjach materiatow, a w konsekwencji pogorszenie ich wlasciwosci
mechanicznych. Inna, powazna przyczyna uszkodzen konstrukcji budowlanych sa wady
generowane podczas ich wytwarzania.

Mozliwos¢ oceny zmian stanu technicznego konstrukcji i reakcja na powstajace w nich
zagrozenia moze pozwoli¢ na uniknigcie awarii a niekiedy i katastrof budowlanych.
Skutecznym sposobem oceny stanu technicznego konstrukcji inzynierskich jest
wykorzystanie metod kontroli nieniszczacej, ktére umozliwiaja wykrywanie w nich
wewnetrznych, niewidocznych mikropeknie¢. Nalezy jednak podkresli¢, ze z uwagi na
duze wymiary konstrukcji budowlanych, metody kontroli nieniszczacej stosowane
zazwyczaj w praktyce (np. badania ultradzwigkowe, magnetyczne, rentgenowskie,
wykorzystanie emisji akustycznej lub termografia) moga by¢ ktopotliwe, a takze wymagac
niekiedy czasowego wyltaczenia badanego obiektu z eksploatacji. Zazwyczaj badania takie
maja charakter dorazny lub przypadkowy.

Wad takich pozbawione sa metody kontroli nieniszczacej bazujace na specyficznych
wlasciwosciach materiatow inteligentnych (smart materials). Metody te stanowia podstawe
rozwoju cigglego monitoringu stanu konstrukcji budowlanych, dostarczajacego informacji
W czasie rzeczywistym i umozliwiajace ich przekazywanie na dowolna odleglos¢.

Do materialow inteligentnych zaliczaja si¢ materialy elektrostrykcyjne, ktorych
odksztalcenia sa proporcjonalne do kwadratu natezenia pola elektrycznego. Sa one
wykorzystywane do budowy przetwornikéw elektromechanicznych oraz elementéw
pomiarowych [1], przy czym detektory elektrostrykcyjne charakteryzuja sie duza czutoscia
[2].

Twierdzenie o wzajemnosci w przypadku niesprzezonej elektrostrykcji przedstawiono
po raz pierwszy w [3]. Symetria rownan niesprzezonej elektrostrykcji analizowana byta
w [4], zas [5] zawiera wersje przyrostowa twierdzenia o wzajemnosci elektrostrykcji.
W [6] sformutowano twierdzenie o wzajemno$ci w przypadku zlinearyzowanych zadan
brzegowych termodyfuzji lepkosprezystej w polu elektromagnetycznym. Z kolei rozprawa
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doktorska [7] zawiera teoretyczne podstawy zastosowania piezopolimeréw do diagnostyki
konstrukeji inzynierskich; cytowane sa w niej i omowione prace polskie i zagraniczne
z tego zakresu. W niniejszej pracy sformulowano zasade wzajemnosci w przypadku
zagadnienia brzegowego elektrostrykcji, w ktéorym jako niewiadome wystepuja trzy
sktadowe wektora przemieszczenia i potencjal elektryczny. W odroznieniu od
wymienionych wyzej prac uwzgledniono tu pelne sprzezenie pola mechanicznego
z elektrycznym.

2. Zagadnienie brzegowe

Na zagadnienie brzegowe elektrostrykcji sktadaja sie:
*  rownania rownowagi

o,/ =0, )
= réwnania Gaussa
D= p.s ()
= zwigzki geometryczne
8(/=%(ui,i +”i,r)=”(:,i)’ (3)

= zwiazki miedzy natezeniem pola elektrycznego a jego potencjalem
E=-®,. “

Do powyzszych réwnan nalezy dolaczy¢ zwiazki konstytutywne. Definiujac entalpie
elektryczna w postaci [8]

_1 1 1
H(g E:)_ial_/klgygk/_i i;k/gijEkE/_Eck/EkEla %)

ij>

otrzymujemy nieliniowe, sprzezone rownania konstytutywne

OoH
0,= g =€ _%kalEkEI’
éH (6)
D= _87 =cyk + kalgyEl’
k

gdzie

Qi = Vi = jirg = B »
Cu=Cu> O

ka/ =0 ]7k/=lek >
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sa wspolczynnikami materiatlowymi, przecinek w dolnym indeksie oznacza pochodna
czastkowa, za$ powtarzajace si¢ indeksy dolne wskazuja na sumowanie.
W  powyzszych dwudziestu dwéch rownaniach jako niewiadome wystepuja

nastepujace funkcje: szes¢ skltadowych tensora naprezen o, , szes¢ skladowych tensora
odksztalcen ¢, trzy skladowe wektora przemieszczenia u,, trzy skladowe wektora
indukcji elektrycznej D, , trzy skltadowe wektora natgzenia pola elektrycznego E,
i potencjat elektryczny @ . Funkcje te musza spetnia¢ nastepujace warunki brzegowe:
u=una4d,
pl=o-lln/=ﬁl na Ao" A"UAO_=A,
i, - 8
d=dnad,, ®

D=Dn,=Dnad,, A,UA, =4,

gdzie A, (a:u, p,(D,D) sa cze$ciami powierzchni ciata, do ktérych sa przylozone
zadane: przemieszczenia #, , sity powierzchniowe p,, potencjat elektryczny @ i indukcja

elektryczna D.

W celu zmniejszenia liczby niewiadomych eliminujemy z powyzszych réwnan tensory
naprezen o, i odksztalcen &, oraz wektory indukcji elektrycznej D, i natgzenia pola
elektrycznego E,. W rezultacie otrzymujemy ukltad czterech sprzgzonych, nieliniowych
rownan elektrostrykcji w nastepujacej postaci:

(afjk/uk,/ _%ka/(p,k(p,/),] +/, =0,

©)
_(ckld),l + Qi/klul,_/d),l),k =P,
ktory po przeksztatceniach mozna zapisa¢ jako
ity = Q@@ + 1, =0, ©)

- cquj,lk - Q(/kl (u:,jkqj,l + ”:,‘/qj,lk )= Pe-

W powyzszych rownaniach niewiadomymi sa trzy sktadowe wektora przemieszczenia ,
i potencjat elektryczny @ . Funkcje te musza spetnia¢ nastepujace warunki brzegowe:

u=u,naA,,
=yt — L0 ®,® I, = pyna A, A, 0 A, =4,
® = na A,,
D=—(cy®,+0yu, ® ), =Dnad,, A,04,=A.

(10)

W celu uproszczenia i skrocenia dalszych rozwazan rownania (9) oraz warunki

brzegowe (10) zapiszemy w zwartej, operatorowej postaci:



60

N (u)+ =0,
gdzie

( Lijr U, — ka/(p,k(p,/),j u; /i
—eu®, + Quk/”i,j@,/),k @ - '? e

—4

N(u) = u , U= pl 5 f = A

—Pi u; b;

- D )

D @ b

an

(12)

przy czym N () jest operatorem nieliniowym, u — elementem szukanym, za§ f — danym.

3. Relacja wzajemnoSci

Jedli na ciato oddzialywac¢ beda dwie niezalezne przyczyny f, /", to wywolaja one

w nim dwa niezalezne skutki ', u", przy czym

N(u')+ f'=0,
N(u")+ f"=0.

Definiujac nastepujacy funkcjonat (forme dwuliniowa)

(NG)+ i) = (N@)t)+ (£,

gdzie

’ J.( ljk/ul'f,/ - %szk/(p,’k(p,'/ ),] wdv — J.(Ck/(p,'l' + Qf]k/uz,,](p,'/ ),k D"dV
V

4

j u! p'dA - j plu'dA - j D'D"dA+ [ D'D'dA,
A

fty=[(fu = pi@")dv - (@] plad+ [ pjuldA+ [&'D"dA— [ D'd"dA,

v Ay Ay Agp Ap

mozemy napisac, ze
=0
=0.

Odjecie powyzszych rownan stronami prowadzi do relacji

(13)

(14)

15)

(16)
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(N@)u"y = (N@") o'y = (f1u') = ("), 17

bedacej operatorowa (symboliczna) postacia zasady wzajemnosci elektrostrykc;ji.
Poniewaz z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego wynika, ze

_[ (a(jklullc,l -3 Qi/quj,,kqj,ll ), udV - _[ (cquj,ll + Qi/klui,,_/ P ),k Q"dV
v

V

= _j (aljkl Uy =% QPP )uz"] av + I (Ck/(p,'/ +Ouutt; P ﬁs’;’ av (18)

V

+ [ pju "dA+jp' "dA — jD D"dA - jD'cb"dA
Ay

zatem, po wykorzystaniu symetrii statych materiatowych danych zwiazkami (7), mozemy
sprowadzi¢ lewa strong relacji (17) do nastepujacej postaci:

D) (V) = [l e o) o - 09

z ktorej wynika, ze operator N () nie jest symetryczny. Z kolei, jak fatwo sprawdzi¢, prawa
strona tej relacji ma postac

<f” r> <fr ”> _J‘(f;n! f;/ ” dV+I ped) p”@ )dV
+ [pr —u,-"p,-’)dA+ [ (b} - pup)ia 20)

+ (:fi”D’ — DA+ f(b'qb" Dol
A

Ap

W konsekwencji (17) przyjmuje ostateczng posta¢ zasady wzajemnosci elektrostrykcji

J 0, @ (r ', - )~ u) B (L) ) Jlv

=jf,. I~ f, dV+j pLD" — Pl )dV
o @n

+j(up,—up,)dA+I(p"’ piu;

+[lo ( "D - D" Jia+ (qu" D(P)JA

Ag AD

Otrzymana zasada w postaci (21) moze zosta¢ wykorzystana do poszukiwania
analitycznych i numerycznych rozwiazan wielu probleméw naukowych i inzynierskich
zwiazanych z wykorzystaniem materialow elektrostrykcyjnych.
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[4]

[5]

[6]

[7]
(8]

Oznaczenia symboli

wektor indukcji elektrycznej, electric displacement vector [C/m?],
wektor natezenia pola elektrycznego, electric field vector [V/m],
wektor sily objetosciowej, mechanical body force [N/m’],

wektor przemieszczenia, elastic displacement vector [m],
tensor odksztatcen, symmetric strain tensor [-],

potencjal elektryczny, electric potential [V],

tensor naprezen, symmetric stress tensor [Pa],

gestos¢ fadunku elektrycznego, electric charge [C/m’].
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RECIPROCITY PRINCIPLE OF ELECTROSTRICTION

Summary

The paper contains derivation of reciprocity principle for boundary problem of

electrostriction. The results obtained in this work can become the theoretical basis to
formulate the numerical solutions of different scientific and engineering problems
connected with electrostrictive materials.



