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1. Wprowadzenie

Magnetostrykcja jest zjawiskiem polegagym na powstawaniu odksztaicepod
wplywem pola magnetycznego. Zjawisko magnetostiyejraz pierwszy odkryt w 1842
roku DULE. Natura zjawiska magnetostrykcjizie w zmianie wymiaréw liniowych
materiatu pod wplywem zmiany namagnesowani& jgq zrodiem jest magnetyczne
sprzzenie momentu spinowego i orbitalnego elektronow.

Zjawiskiem odwrotnym do magnetostrykcji jest efeWiLLARIEGO, zwany te
magnetomechanicznym. Polega on na zmianie namagaesb pod wplywem
jednoosiowego naptenia i obejmuje przemignenergii mechanicznej odksztatcenia
w energe magnetycza.

Materialy magnetostrykcyjne nale do grupy materiatdw inteligentnych (smart
materials), ktére przeksztatgajenergs magnetycza w energe odksztatcenia sprystego
i odwrotnie, wykorzystywane as gtéwnie jako aktuatory i sensory, np. w sonarach,
tomografii geologicznej, zaworach hydraulicznyclompach hydraulicznych, lustrach
0 zmiennej geometrii, przemystowym myciu ulttagekowym. W zakresie budownictwa
mog by¢ one wykorzystywane w czujnikach sejsmicznych osamsorach ruchu, sity
i pola magnetycznego, a tak do monitorowania stanu elementéw z materiatlow
kompozytowych, skac tym samym do oceny trwald i stopnia zaycia materiatow
i konstrukcji.

Przeghd literatury dotyczcej magnetostrykcji oraz zjawisk pochodnych, azéak
omoéwienie tradycyjnych materiatdbw magnetostrykcgimy materiatdbw o gigantycznej
magnetostrykcji oraz materiatbw  hybrydowych,accych cechy materiatow
magnetostrykcyjnych oraz materiatdbw z magnetgcpamecia ksztattu maéna znalé¢
w [2].

Oprocz wykorzystania praktycznego zjawiska magnethsii nalery tez zwrdck
uwag ha jego aspekt naukowy, gdyteoria magnetostrykcji jest stosunkowo now
dziedziry mechaniki, rozwijajca sie na styku teorii ciala odksztalcalnego i magnetyzmu
Analiza sprzzonych pol mechanicznych i magnetycznych w matestata
magnetostrykcyjnych wymaga rozania uktadu spezonych réwna rézniczkowych
czgstkowych mechaniki i magnetostatykisrodkéw ciglych. Poniewa zjawisko
magnetostrykcji jest nieliniowe fizycznie i wygpuje w nim pelne spezenie pola
mechanicznego z magnetycznym, to trudno jest zéaldokladne rozwjzanie
formutowanych zagadnie 0 znaczeniu praktycznym. Utativito maze wykorzystanie
pewnych widciwosci operatora zagadnienia brzegowego magnetostryktgre mana
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wykorzysta& do poszukiwania przyldonych rozwizan numerycznych przy wykorzystaniu
np. metody elementéw brzegowych.

W niniejszej pracy sformutowano zagadnienie brzeganagnetostrykcji, w ktorym
jako niewiadome wyspuja trzy skladowe wektora przemieszczenia i potencjat
magnetyczny oraz uwzglniono petne sprzenie pola mechanicznego z magnetycznym.
Nastpnie zadanie to sprowadzono do postaci operatoronas wyprowadzono relagj
wzajemndci.

2. Zagadnienie br zegowe
Na zagadnienie brzegowe magnetostrykcji skiadij

- réwnania rownowagi

Jij,j+fi =0, 1)
- réwnanie Gaussa
B.=0, (2)
—  zwigzki geometryczne
gij:%(ui,J +uj,i)=u(i,j)* 3)

- zwiagzki miedzy natzeniem pola magnetycznego a jego potencjatem
He=-9,. 4

W powyzszych réwnaniach przecinek w dolnym indeksie ozagmzchodg czgstkowy po
Zmiennej przestrzenney; , za powtarzajce s¢ indeksy dolne wskazgjpa sumowanie.

Do powyszych rowna naley dolgczye zwigzki konstytutywne. Definiujc entalpé
magnetyczg w postaci

E(gij'Hi):%Cijklgijgkl - Fkijgink _%MijklginkHl _%AdeHw )

gdzie wspotczynniki (tensory) materiatow€;, , F,, M;, oraz A, cechuj sic
nastpujagcymi symetriami

Ciu=Cui=Ciw=Ciw» Fo =Fs. Au=Ax, My =M =My, (6)

otrzymujemy nieliniowe, spezone rownania konstytutywne [3]:
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=

0y =——=Cy& ~FyH —zMy HH,,
o¢;
)
B, = oE _ H, +F M H
k__aHk_Akl G & T My & H,

Powyzsze rownania ujmagjdwa efekty magnetomechaniczne: piezomagnetycamp\ly)

i magnetostrykcyjny (nieliniowy), Zawystpujace w nich wspétczynniki materiatowe
Fuw (piezomagnetyczny) orazM;, (magnetostrykcyjny) spegajp pole mechaniczne
Z magnetycznym (tensory sp#enia magnetosprystego).

Nalezy zaznaczy, ze efekt piezomagnetyczny nie wystije w materiatach cechigych
si¢ gigantyczm magnetostryke, W takim przypadkuF, =0 i réwnania (7) przyjmuj
post& analogicza do rowna elektrostrykcji [1,4]. Z kolei, w przypadku pomggcia
w rownaniach (7) efektu nieliniowegoM,, =0, otrzymujemy réwnania liniowe,
analogiczne do réwmepiezoelektryczngi.

W dwudziestu dwéch réwnaniach (1)-(4) i (7) jakewiadome wysfpuja nastpujace
funkcje: szé¢ sktadowych tensora nagen o, , szé¢ sktadowych tensora odksztatce; ,

trzy sktadowe wektora przemieszczenig trzy sktadowe wektora indukcji magnetycznej

By . trzy sktadowe wektora ngtenia pola magnetyczneghl, i potencjat magnetyczny
@ . Funkcje te musgspetni@ nastpujgce warunki brzegowe:

u=0 naA, pi=on; = pnaA, AOA =A

¢=¢nah,, B=Bn =BnaA, A OA=A 8)

gdzie A, (a=u,0,4,B) = czsciami powierzchni ciata, do ktérych przyno
odpowiednio zadane: przemieszczeniasity powierzchniowep, , potencjat magnetyczny
@ iindukcj magnetyczg B ; Z& n; oznacza wektor normalny do brzegu ciata.

W celu zmniejszenia liczby niewiadomych eliminujemgowyszych réwna tensory
napkzen o; i odksztaicé ¢; , a take wektory indukcji magnetyczndg, i nagzenia pola
magnetycznegdd . W rezultacie otrzymujemy ukiad czterech gponych, nieliniowych
réwnar magnetostrykcji w nagbujacej postaci:

(Cijkluk,l - Fkij ¢,k _% Mijkl ¢,k¢,| ),j + fi =0,

( )= ®
- A<|¢,| + Fkijui,j + Mijklui,j¢,l K~ 0,
ktory po przeksztatceniach riwa zapiséjako

Cijkluk,lj - Fkij¢,kj - Mijk|¢,k¢,|j + fi =0, (9,)

- A<| ¢,|k - Fkij Uik — Mijkl (ui,jk¢,l + ui,j¢,lk) =0.

W powyzszych réwnaniach niewiadomymi &rzy skltadowe wektora przemieszczenia
i potencjat magnetyczng . Funkcje te muszspetnid nastpujace warunki brzegowe:
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u=0naA, pi:(ijluk,l —-Fq®x« _%Mijkl¢,k¢,l) n, = pnaA, AOA=A 10
¢ =¢nah,, Bz_(pkl¢,l +Fgu; + My ,I)nk =B (10)

W celu uproszczenia i skrécenia dalszych romafwa analiz zapiszemy réwnania (9)
oraz warunki brzegowe (10) w ngstijacej, zwartej operatorowej postaci

N(u)+ f =0, (11)
gdzie
(Cijkl U, — Fkij¢,|< -3 Mijkl ¢,k¢,l ),j U; fi
_(A<|¢,| +Fgu; + MU 9, ),k ¢ 0
U — P - -,
N(u)= I UL T f=is 1 (12)
-9 B 7
B ¢ -B

przy czym N([)] 0znacza operator nieliniowy, — element szukany, gaf — element dany.

3. Relacja wzajemnosci

Jeili na rozpatrywane ciato magnetospyste oddziatywé beda dwa niezalene od
siebie uktady przyczynf; f", to wywotap one w nim dwa niezatee od siebie uklady
skutkéw u',u", przy czym zaréwnofiu' jak i f",u" musz spelnid& operatorowe
réwnanie zagadnienia (11), czyli

N(u)+f'=0,
N(w)+ 7 =0 43

Zdefiniujmy teramastpujacy funkcjonat dwuliniowy

(N(U)+ foum) = (N(U)ur) +( fum), (14)

gdzie
<N (u’)lU"> = I (Cijkl Uy — F @k — M in@xP ),j u'dv
v
_\.[ (A1<|¢,'| +Fg U+ MUl @) ),k grav (15)
+ '[ui' pldA - .[ p/u'dA - '[¢'B"dA+ IB'¢"dA,
Ay Ay Ay Ag

(fur)= j furdv - j 0! p'dA + j PiurdA + j $'B"dA- j B'¢"dA.
\ Ay As

Ag A
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W takim przypadku meemy uktad rowna operatorowych (13) zapiéav nastpujacej,
alternatywnej postaci

(16)

Odjecie powyzszych rowna stronamiprowadzi do relaciji
(N(U)um)y = (N = (Fruy-{fum), (17)

bedacej operatorow (symboliczi) postaci zasady wzajemrioi magnetostrykcji.
Z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego wyniea,

_[(Cljklukl - k|J - |]k|¢k¢ ) ui"dv
__[(Ad¢l +Fl<ijui,j +M|]k| IJ¢ ) ¢"dV
__[ (Cijklu'k,l - Fkij¢,'k _% M ijkd ¢,k¢'l) Ui",jdv (18)

+_[(A<|¢| +Fgu; + MU 4, ) g\av
+ j pU'dA + j piu/dA- jB’¢"dA— [B'#'dA
As

Powyzsza zalenos¢, po wykorzystaniu symetrii stalych materiatowydmgich zwizkami
(6), pozwala przedstawlews strore relacji (17) w naspujacej postaci:

(NWw)= (N =] Myl d,(8, -¢)-u gilgr -g ] av, @9

z ktérej wynika,ze operatorN([)] nie jest symetryczny, gdyprawa strona zataosci (19)
jest r&na od zera. Z kolei, jak tatwo sprawéizprawa strona relacji (17) ma pasta

(P ~( )= (14 - 1) oV +

\

* J@pr-ar) aa [(3 - pr) aa (20)

Ag

| (éS"B’ -#8") dA+ | (é’¢" ')A
e

Podstawienie zakmosci (19) i (20) do relacji (17) pozwala gapisé w nasgpujacej,
jawnej postaci zasady wzajensgsomagnetostrykciji
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J-MIJH[U ) U|,¢"( f ¢f)]dV

=J(fib'—fu")dV+ I (G pr-arp) A+J pu; - Biur) dA (21)

\Y

+j 4'8' - $8") dA+j(B ' - B"¢)dA

Otrzymana zasada w postaci (21) 2@opozwolé na poszukiwanie analitycznych
i numerycznych rozwizah zagadni@ naukowych i igynierskich zwjzanych
z zastosowaniem materiatbw magnetostrykcyjnych.

Oznaczenia symboli

By - wektor indukcji magnetycznej, magnetic inductiaetor, [T],
H, - wektor natzenia pola magnetycznego, magnetic field strengtiove[A/m],
f

- wektor sity obgtosciowej, mechanical body force, [N/in

u - wektor przemieszczenia, elastic displacementovefm],
& - tensor odksztalée symmetric strain tensor, [-]

@ - potencjal magnetyczny, magnetic potential, [A],
o

- tensor naprzen, symmetric stress tensor, [Pa].
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RECIPROCITY PRINCIPLE OF MAGNETOSTRICTION
Summary
The paper contains derivation of reciprocity pnohei for boundary problem of
magnetostriction. The results obtained in this woak become the theoretical basis to

formulate the numerical solutions of different stiic and engineering problems
connected with magnetostrictive materials.
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