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1. Réwnania fizyczne procesu

Przedstawimy najprostgz post& twierdzenia wariacyjnego gradientowej
termomechaniki. Analizujemy wowczas uktad réwrfeezycznych wynikagcy z potencjatu

termodynamicznegooK :pK(sij,nijk,O,M "), ktory z energi wewretrzng tagczy relacja

K = pU - pBS=Y M“c” (1)

Réwnania konstytutywne na ngpenie g

i Ty» €Ntropé oS, skzenia c” i strumienieq ,

i przypisane funkcjonatowK przyjmup posta (por. [6])

g; = Eijkl * dgkl * €ium * d’7k|m _CJ *do _Zdif *dM ¢ 2)
Ti = Cijum * dglm +Gijk|mn * d’7|mn _CJk *do _Zci[j}/k *dM ¢ (3)
—PS==C] * & —Cj *dy +C,*dO+D T dM” )
—c’ =-df *de; —dj *dn, + 7 *dO+b"*dM (%)
g =49, , ij=-D/M] 6)

Pola wys¢pujace w powyszych réwnaniachgsfunkcjami potaenia i czasu.
2. Zadanie brzegowe

Podstawigjc réwnania fizyczne do lokalnych rowhabilanséw masy, glu
i energii otrzymamy uktad réwngoroblemu (por. [6]):
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- rébwnania mechaniczne

(E ijKi duk 1+ Cum duk m q”mk duk mi Gijlkmn * duk,mnl ),j

7
_(C dO+Zda*dM +CT *dO +Zd|ﬁ<*dM,k),j=_pFi (7)
- rbwnanie cieplne
pTOd[Cg ! oy * duy,; +¢,* d®+z Frrav "j ¥ S(O) o4 (8)
- réwnanie dyfuzyjne
pu(dg = du, , +d *du o+ 07 dO+bT* dM 7 )+c?(0) = R - 9)

Otrzymalémy uklad 5 réwna problemu opisuicego mechaniczny, cieplny i dyfuzyjny
aspekt zagadnienia. W 2@dym z tych réwna wysfkepujg oddziatywania od pozostatych pal.
Do powyzszych zalénosci nalery dolczy¢ nasgpujace warunki brzegowe (por. [6])

(a +T k)n =P naA (10)
[Eye * U, + 0 * AUy 10 + €y * AUy 1 + G * AUy
- (c de+Zd"’*dM +cl *do +Zd.7k*dl\/l “n, =B na A, (10
U =G na A, (10"
4=-40,n =0 na A (11)
©=0 na A (11)
j=-DMon =] na A .
M =M na A, (12)

a

o (0.)=0i, p0,(0)=v, s0.)=s, c(0,)=c 13

W réwnaniach tych symbolami;, &, , 7, , B, o, 1, PR, S, ©, pr, q, ¢, M7,

i7, PR7, A, DI, IJM,...()*d(),LGJi,() S, c, B, ¥, 6,0, j,, M oznaczono

kolejno: przemieszczenie, odksztatcenie, wektorensbry napgzenia, sit masovy i
powierzchniow, entropg, temperatuy, zrodta i strumienie ciepta, udziat masowy, potencjat
chemiczny oraz strumiei zrodto masy, funkcje materiatowe, splot Stjeltiesazofunkcje
zadane w chwili poctkowej i na brzegu ciala.
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Obszary brzegu spetnigjwarunki
A=A OA, =A1DA9=DH(AJ_L, OA), AﬂmAJ=AhnAb=Aja nA, =g (14)

3. Operatorowe ujecie problemu

Podany uklad réwnma z warunkami pocgkowo-brzegowymi mgna zapiséa
operatorowo (por.[2,4,5]) w postaci ogélnego rownanierafrowego (15) postaci

Ax+b=0, xOE, bOE (15)

gdzie A jest macierz operatorow. Wektoryx i b w naszej interpretacji manastpujace
sktadowe

x=|u,,0,M“:u,, p, 0,0, M7, j¢:u,S,0,c" M| T (16)
b Z[pFi,—/]‘,—pRa; Iai’ai _di'é’_j\ia,,\’/\la _p\D/ii_pOaDS-OE} !

Natomiast sktadowe macierzy operator@¥y wynikaja z rowna (7)-(9) oraz (10)-(13).
Macierz A; = A; jest symetryczna, a przypisany jej funkcjorﬁe(b() przyjmuje forng

F(x)=%<Ax,x>+<b,x> (17)

gdzie <e , ¢ >o0znacza dwuliniowforme na E x E

4. Funkcjonat gradientowej termodyfuzji lepkosprezystej

Po przeksztatceniach funkcjonat (17) w gradienjot@emomechanice przyjmuje
forme

F(X) = j<% Eijkl * duk,l * dui,j + ijlm * duk,lm * dui,j + ijlm * dul,m* dui,jk
\
+-G *dul,mn*dui,jk

ijkimn

NI

~[c] *dO* du,, +C * O, *du,, + 3 (de* M * dy,, +dZ * dM < * du,, )

—%pTocv*de*de—%Zb"*dM"*dM" +3 f7*do*dm®
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_%/]u‘@n *0, _%ZH‘,DG’M:}?* M - pF * du +,O|’*G)+Za:pR”* M"’>dV

+J'(%,oui *du, - pvi du, - pu du, +pDSG)+chD; M")dv (18)
\ a

jfa du,dA - ju—u * dp,dA - J‘ql*endA j(e 9) g,ndA
As

-2 fi*m ndA+Zj( —M")* j“n,dA

ﬂAi7

Podany funkcjonat zawiera skladniki wynikeg kolejno z zada mechanicznych,
nastpnie cieplnych i dyfuzyjnych. Ostatnie skiadnikitgtza warunkéw brzegowych i
pocztkowych.

Przypisane funkcjonatowi (18) réwnania Eulera-Lagela g réwnaniami (7)-(13)
opisupcymi zadanie poegkowo-brzegowe gradientowej termodyfuzji w cielatgmn
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VARIATIONAL THEOREM FOR VISCOELASTIC GRADIENT
THERMODIFFUSION

Summary
The variational theorem is derived for the boundampblems of gradient

thermomechanics. Heat and mass flows coupled witteahanical problem are
analysed in the work within a framework of the gead theory.
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