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1. Wprowadzenie

Zjawisko magnetostrykcji jest samoistnmasciwoscia materialu  magnetycznego,
polegajca na zmianie liniowych wymiarbw materiatbw w efekciemiany jego
namagnesowania. Materialy magnetostrykcyjne pozwatea przeksztalcanie energii
magnetycznej w mechaniczidziatanie typu aktuator) oraz mechanicznej w nedgprny
(dziatanie typu sensor). Podstawowe informacjeemaat materialtdw magnetostrykcyjnych
i ich zastosowaw technice, wraz z przeglem literatury, zawiera [3].

Zjawisko magnetostrykcji jako pierwszy zaobserwod@ile w 1842 roku w przypadku
zelaza. Efekt magnetostrykcyjny (wzdhy przyrost diugéci prébki materiatu) wykazyj
tez nikiel, kobalt oraz ich stopy, i jest on edu 50-1CF. Stosowane obecnie
w przetwornikach magnetostrykcyjnych materialy o gagitycznej magnetostrykciji
wykazujs odksztalcenia dochoge do 3000- 18[1].

Materialy magnetostrykcyjne znalazly zastosowanie swenarach, tomografii
geologicznej, czujnikach sejsmicznych, czujnikaabhu, sity statycznej, @nienia i pola
magnetycznego, w zaworach hydraulicznych uktadéwysku paliwa, w pompach
hydraulicznych, w lustrach o zmiennej geometrii,urzadzeniach do odgazowania przy
wulkanizacji gumy i w przemystowym myciu ultragickowym.

Teoria magnetostrykcji jest dziedgzimechaniki rozwijajca sie na styku teorii ciata
odksztatcalnego i magnetyzmu, $za&amo zjawisko magnetostrykcji jest nieliniowe
fizycznie i opisuje je uktad spgzonych réwna rézniczkowych, ktérych rozwzanie jest
bardzo trudne. Znalezienie rozwan formutowanych zagadniebrzegowych mee utatwi
wariacyjne ugcie magnetostrykcji, ktore pozwala na ich poszukieaw drodze
minimalizacji odpowiedniego funkcjonalu wariacyjeg Wykorzystanie przy tym
przyblizonych metod analitycznych (np. metodyt/R) lub numerycznych (np. MES)
moze pozwolé na znalezienie rozezah w przypadku wielu probleméw naukowych
i inzynierskich zwgzanych z wykorzystaniem materiatdw magnetostrykgsin

Niniejsza praca pgaviecona jest sformutowaniu zasady wariacyjnej magtstosgi.
Wykorzystano w tym celu twierdzenie AWBERGA [4], z ktérego wynikaj warunki
i posta funkcjonatu wariacyjnego magnetostrykciji.

2. Zagadnienie br zegowe

Jak wykazano w [5], rwnania opigog zjawisko magnetostrykcji moa sprowadZi
do nas¢pujacego uktadu spezonych, nieliniowych réwn@tensorowych:
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(Cijkluk,l - Fkij ¢,k _% M ijK ¢,k¢,| ),j + fi =0,

1
_(A<I¢,| + Fkijui'j + Mijk|uiyj¢y| ),k: 0, (1)

ktéry mazna tez zapis jako

Cijkluk,lj - Fkij¢,kj - Mijkl¢,k¢,|j +f =0,

1
= A = Figl i =My (U1, +U, )= 0 (1)

W powyzszych réwnaniach przecinek w dolnym indeksie ozagmrchodg czgstkowy po
zmiennej przestrzennej;, natomiast powtarzage sg¢ indeksy dolne wskazyjna

sumowanie. W powsszych réwnaniach wygbujs wspotczynniki  materiatowe
Ay F Cijur My » ktore charakteryzajsie nastpujacymi symetriami:

Cin=Cui=Cis=Cino  Fsi =Fsi. Ad=Ax, Myy =M =M. 2

W celu sformutowania zadania brzegowego magnetagtrydo powyszych rowna
dolgczymy warunki brzegowe w ngglujgcej postaci:

u=0 naA,, (Cijkluk,l = Fq# _%Mijkl¢,k¢,l)nj -p=0naA, ADOA =A

p=¢ naA,, (Ak|¢,| +RgU; + Mijk|ui,j¢,|)nk +B= OnaA;, AUA=A ©

W powyzszych warunkach symbolem, (a: u,p,¢,B) 0znaczono agci powierzchni
ciata, do ktorych $ przylozone odpowiednio zadane: przemieszczeni, sity
powierzchniowep, , potencjat magnetyczng i indukcja magnetyczné .

Réwnania (1) wraz z warunkami brzegowymi (3) twprzagadnienie brzegowe,
w ktérym niewiadomymi @ trzy sktadowe wektora przemieszczenia i potencjat

magnetycznyg .

3. Zasada wariacyjna

Dalsze rozwzania mana skroot i przedstawd w bardziej zwartej postaci, Zeli
zapiszemy réwnania (1) oraz warunki brzegowg {33;) w nastpujacej, operatorowe;j
formie:

N(u)+ f =0, 4)

gdzieN([)] oznacza operator nieliniowyy element szukany, zaf dany, przy czym
operatory te zdefiniowane gako:
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=CijuUy; * PPy +3 My (8,8)) u
N(u)= Ao +Fgui o + My (U 8 U= ) = 0 . (5)
(Ciwlyy ~F@x =3 M@ @,)n, u
—(A®, +Fgu; + MU @0, ¢

Warunki istnienia funkcjonatu wariacyjnech(ui,qp), z ktérego, jako réwnanie

EULERA-LAGRANGE A, otrzymujemy nieliniowe réwnanie operatorowe @)take posta
tego funkcjonalu okrga twierdzenie VAINBERGA [4]. Z twierdzenia tego wynikaze
funkcjonat taki istnieje w przypadku potencjadob operatora rozpatrywanego zadania
brzegowego (4). Problem wyznaczenia postaci takfegécjonatu nalgy do zagadnie
odwrotnych rachunku wariacyjnego [2].

Aby wykaz&, ze operatorN([)] jest potencjalny sprowadzimy zagadnienie brzegowe

(4) do nasfpujacej, ekwiwalentnej postaci:
(N(u)+ fu)=(N(u)u)+(fu) =0, (6)
gdzie
(N()U) = [[- Cputiyy + iy +3M,, (8,8)), Juav
+ﬂAmW+qum+Mwom¢anw
+ Vj(cijld Ug, = F @y — 3 My 8,8, .U dA @)
A

ij+a“J MU, 8, JngdA,

fu)=-[ fudv - [ pudA+ [BgdA
v 2% As

Wykorzystupc twierdzenie GUSSA-OSTROGRADSKIEGO
J‘( CIJkI + Fkij ¢,k + % M ijkl¢,k¢,l ),j l"Ii dV + J‘[Ad¢l + Fklj u| j ijkl (ui,j¢,l )] k ¢dv
\% \%
j( iwle) ~Fa@x —3Mi@, 9, )Ji,jdv _I[A<|¢| +FgU My (U9, )]¢,de (8)
\% \%

+

Q’"—»

Cljkluk,l + Fkij¢,|< +%Mijkl¢,k¢,l )njuidA+ I[Ad¢l + Fkijui,j + Mijkl (ui,j¢,| )]nk¢dAv
A

otrzymujemy ze:
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<N (U)'U> = J(Cijkl U —Fg @ -3M iwPx®, )Ui,jdv

_“Ad $y+Fgu My (U 9, )]¢,de- @)

Zgodnie z twierdzeniem MNBERGA operatorN([)] jest potencjalny, gdy spetiony jest
warunek symetrii [4]

(dN(u,u')u")y = (dN(u,u")u’), (10)

gdzie dN(u,u') oznacza riniczke GATEAUX operatoraN([)J. W dalszych rozwzaniach

zalazymy, ze skladowe elementéwr’ oraz u” spetniaj na brzegu obszaru negtijace
warunki:

u+au; =u;+au =U, - U =u’' = Ona A,

p+ap'=¢+ag" =@ - ¢'=¢"= OnaA,. (11)

Warunek (10) jest wystarczmy, aby istniat funkcjonat wariacyjnyF(u), ktérego
gradientem (réniczkg GATEAUX) bedzie operatorN(u)+ f.
Jak tatwo sprawdgj rézniczka GA\TEAUX ma w rozwaanym przypadku posta

_Cijkl u'k,lj + Fkij¢,'lq' +%Mijkl (¢k¢'|)J
_ APl + Fgui i + My, (ui,,j¢,l +ui,j¢,'|)’k
a=0 B (Cijklu'k,l - Fkij¢,,k _%Mijw¢,k¢,'l)nj
_[Ak|¢'| +F ui',j + My (ui',j¢,l + ui,j¢,'l )]nk

dN(u,u’) =%N(u +au) (12)

Podstawiajc do zalenosci (7,) operator dN(u,u’) w miejsce operatoraN(u) oraz
elementu” w miejsce elementu otrzymujemy

<dN(U’u')’U"> = J(_Cijklu{(,l +Ffk +3M 9, 9))  udv

v
+J(Aﬁ<|¢'| +Fgu My, (U9, +u, ,9)) , p"dV

v

1 1 I 1) (13)
+ j(cijmuk,l - Fkij¢,k _%Mijkl¢,k¢,l )njuidA
Ay

- j(A<I¢7 + Fkijui,,j +Myy (ui',j¢,l + ui,j¢,,|))nk¢"dA

Ag

Wykorzystupc ponownie twierdzenie AWSSA-OSTROGRADSKIEGO oraz warunki
brzegowe (11) sprowadzamy reka¢l3) do nasipujacej postaci:
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(Nw)a)-

et —Fo @, + 820 ) =(A +Myu, Wit -, (08 00 Jav, )

z ktérej wynika, ze warunek symetrii (10) jest spetniony acavioperator N([)] jest

potencjalny. Zatem, zgodnie 2z twierdzeniemAINBERGA, mazemy wyznaczy
poszukiwany funkcjonat wariacyjny ze wzoru

F(u)= jl(N(a'u), uyda +(f,u), (15)

gdzie
[ (N@u).u)da = J[ CoUy +4Fu8, +EM (8,8, Juav
+J[ﬁ.¢.k+ Fth i+ 3My (0,0, ). Jgav
’ (16)
+ j(%cijwuk,l _%Fkij¢,k _%Mijkl¢,k¢,l )njuidA
2%
_I(%A<|¢| +3FgU; +3QuU 9, )nk¢dA,

Ag

zZ&8 (f,u) zdefiniowany jest relagj (7;). Po wykorzystaniu kolejny raz twierdzenia
GAUSSA-OSTROGRADSKIEGOoraz dalszych, prostych przeksztatcenidoktajemy

E<N(au)'u>da=.[(%Cijklui,juk,l - Fkij¢,l<ui,j _%A<|¢,k¢,l _%Mijklui,j¢,k¢,l )dV (17)

\

i w konsekwencji funkcjonat wariacyjny (15) w ostexnej postaci

= [E@.#)dv - [ fuav - [ pudA+ [BgdA, (18)
v v Ay A
gdzie (co warto podkgé¢)
EU,#) =3CyU U ~Fg@uU; 3 AcBufs — 3 Mol 19,9, (19)
jest entald magnetycza [5] wyrazoma w przemieszczeniachu, i potencjale

magnetycznyng .
Jak tatwo sprawdziz warunku stacjonardoi funkcjonatu (18), czyli zerowaniagsi
jego wariacji

F(u.4)=0, (20)
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otrzymujemy réwnanie operatorowe (4), a w konselajierréwnania HELERA-
LAGRANGE A w postaci rowna (1) oraz warunkow brzegowych,§3 (34), a tym samym
zagadnienie brzegowe magnetostrykcji. Za¢ (20) wyraa tre&¢ zasady wariacyjnej
magnetostrykciji.

Jak ju wspomniano we wspie, otrzymana zasada wariacyjna zo utatwi
poszukiwanie przyhlonych postaci poszukiwanych funkcji w przypadku zeloych
zagadnié brzegowych magnetostrykciji.

Oznaczenia symboli

By — wektor indukcji magnetycznej, magnetic inducti@ctor [T],
H, - wektor nagzenia pola magnetycznego, magnetic field strengthovdA/m],
f

— wektor sily obgtosciowej, mechanical body force [N

u  — wektor przemieszczenia, elastic displacementovdm],

&; — tensor odksztatée symmetric strain tensor [-]

@ - potencjal magnetyczny, magnetic potential [A],

o; - tensor nagrzen, symmetric stress tensor [Pa].
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VARIATIONAL PRINCIPLE OF MAGNETOSTRICTION
Summary
The paper shows how to transform a given nonlinbaundary problem of
magnetostriction into a variational formulation.s@fficient condition for the construction
of variational principle is formulated in the thear of VAINBERG. The results obtained in

this work can become the theoretical basis to féatauthe numerical solutions of different
scientific and engineering problems connected wittynetostrictive materials.
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