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1. Wstep

Z analizy energetycznej teorii gradientowej wynika posta¢ bilansu pedu w tej teorii,
ktora jest odmienna od klasycznej (np. [1-3]). Istotnie, zaktadajac addytywnosé mocy
mechanicznej pochodzgcej od klasycznych i gradientowych naprezen wyprowadzimy
roéwnania zasady zachowania pedu tej teorii. Podobnie postgpimy z bilansami dyfundujace;j
w osrodku masy. Wyjsciowym punktem rozwazan jest klasyczny bilans energii
mechanicznej

d

aLp(U+K)c|V=ijFi v; dV +_[5Pi v; dS, 1)
ktéry rownowaznie moze by¢ przedstawiony w postaci

LO’U Vivj dszp(Vl—Fl)Vl dV+J.SPiVi dS, (1‘)
a takze wynikajgca stad zasada prac przygotowanych

.[/Uij &/i,j dV:Lp(VI_FI)&/I dV+J.3P| &/i dS (1“)

Analogiczne bilanse w teorii gradientowej maja posta¢ (por. [2,3])
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Natomiast zasada prac wirtualnych przyjmuje forme
-[V(UIJ &/i,j + Tijk &liyjk)dv = -[/,D(Fl —Vi )&/I dv +-[S PI &/i ds. (2“)

2. Moc mechaniczna teorii gradientowej
Przyjmujac, ze energia wewngtrzna U, wystepujaca w bilansie energii, a dalej
W nieréwnosci rezydualnej jest suma energii pochodzacej od tensoréw predkosci
odksztatcen i jej gradientu, uzyskamy mozliwo§¢ podania rdéwnan ruchu, a dalej bilansu
pedu teorii gradientowej.
Wyjsciowym punktem rozwazan jest moc mechaniczna w teorii gradientowej i jej
wariacja (por. [3])

péU = Gij &i,j +Tijk &/ij,k y (3)
ktorg scatkujemy po objetosci osrodka
J‘p&) dV :L(U” &i,j +Tijk &/i’jk)dv =
v
=L[(ai,- fi’i),,— ~ 0,3 80+ (Eip ), i &’i,J]dV =

= _L(Uij ~ Ty Iy 85 dS _L(Uij _Tijk,k>’j&/i dv +

+J.5Tijk nJ nk &/i dS _J.Srijkyj nk é‘li dS .

(4)

W wyniku przeksztatcen otrzymaliémy wyrazenie na wariacje mocy mechanicznej teorii
gradientowej. Otrzymane wyrazenie poroOwnamy z klasycznym ujeciem zasady mocy
wirtualnych. Z poréwnania tego otrzymamy rozszerzong posta¢ zasady zachowania pedu
w teorii gradientowej.

3. Zasada prac wirtualnych

Porownujac rownania (2") i (4) otrzymamy

L [IS, —(Gij —rijk'k)nj = Tijk Nj N + Tijie nk]d/i ds +

()
+L[(O'ij _Tijk,k)'j + ,D(Fi -V )]5\/, dv =0.
Réwnania Lagrange’a funkcjonatu (5) maja postac:
Pi‘s B (U‘i _T”k'k)ni F i Nj M = Tijk,j M )
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Réwnanie (6) okresla rownania ruchu w teorii gradientowej, a zalezno$¢ (7) warunki
brzegowe.

4. Energia przeplywow dyfuzyjnych
Przedstawimy obecnie bilanse energii wynikajace z przeptywow dyfuzyjnych
w osrodku (por. [3]). Podstawa rozwazan sg tu parcjalne bilanse masy dla sktadnika «,

ktore przemnozymy przez potencjal chemiczny M? i scatkujemy po objetosci osrodka.
Woéwecezas otrzymamy

dc”
J. |: dt (JI Ij j),i - pR% IM%dV =0. (8)
Analizujac moc zwigzang z ggstoSciami Strumieni masy j* i J,T j uzyskamy

J(%‘RQJW“V:—IS(W g M nds+ [ (ie 15 meav. @

Wystepujaca po prawej stronie wyrazenia (9) catka moze by¢ przeksztatcona do postaci

[, e =1 M av = [J“M“ 1ZM )j+li7M,ﬁj]dV. (10)

Ostatecznie bilans energii przyjmuje postac

J'Vp(%_R“]M“dvz—J‘ (JI ,“) n; dS — I I“M n; ds +

+], (jem« +|“|v|“)dv.

(11)

Z zaleznosci (11) wynika funkcjonat

J(M“)=jvp(ddi—R“JM“dV+IS(J'i“ g M as [ (- 15 Mg av, (22)

ktérego wariacja ma postac

(M) = L[——R“]&\/I“dV+_[S(ji"‘ 15 )M ds - [ (i — 1 )Jom s av.
(13)

Stad dla 8J(M “) =0

99



L{,{%_Ra}r(w - Iiﬁfj)’j}a\/l“dv +js(fi“ - |i“)(51v|“ n,dS=0. (14)

Réwnanie Eulera-Lagrange'a funkcjonatu J(M?) to rownanie bilanséw skladnika o oraz

warunki brzegowe na wektor gestosci strumienia masy I =j*—17; w teorii
gradientowej:

dc® o v a2\
p[ R JJF(Ji -1gy), =0, (15)
(ie=1¢) =0, (16)
Oznaczenia symboli

K —energia kinetyczna na jednostke masy, Kinetic energy per mass unit, [J/kg],

n; —skladowa jednostkowego wektora normalnego do powierzchni S, component
of unit vector normal to surface S, [-],
t —czas, time, [s],

U, U —energia wewnetrzna na jednostke masy odpowiednio w teorii klasycznej
i gradientowej, internal energy per mass unit in the classic and gradient theory
respectively, [J/kg],

v;  —skladowa wektora predkosci, component of velocity vector, [m/s],

I,’JI j —skladowa gradientowa wektora gesto$ci strumienia masy sktadnika o, gradient

component of mass flux vector of constituent ¢, [kg/(s-m?)],

M —potencjat chemiczny sktadnika « na jednostke masy, chemical potential

of constituent « per mass unit, [J/kg],

Pi, B —sktadowa wektora obciazenia powierzchni S odpowiednio w teorii klasycznej
i gradientowej, component of surface load vector in the classic and gradient theory
respectively, [Pa],

R% —zrédto masy skiadnika a na jednostke masy, mass source of constituent «

per mass unit, [kg/(s-kg)],

S  —powierzchnia ograniczajaca obszar V, surface restricting area V, [m?],

V. —obszar zajmowany przez ciato, area occupied by a body, [m°],

a  —indeks sktadnika ciata, index of constituent of a body,

o(...) —wariacja, variation,

Mk — Eklaiiiowa tensora gradientow odksztatcen, component of strain gradient tensor,

m-],

p  —gestosé masy, mass density, [kg/m®],

pFi —sita masowa, mass force, [N/ms],

oij —skladowa tensora napre¢zen, component of stress tensor, [Pa],
G —sktadowa tensora naprezen gradientowych, component of gradient stress tensor,
[Pa-m],
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(...)i —pochodna czastkowa po zmiennej przestrzennej X; (i=1,2,3), partial derivative
of spatial variable x; (i=1,2,3).
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NOTES ON THE MASS AND MOMENTUM BALANCES
IN THE GRADIENT THERMOMECHANICS

Summary
In the work energy of mechanical and diffusive transformations is analysed in terms of
the gradient thermomechanics and calculus of variations. As a result of the considerations

new forms of the partial diffusing mass and momentum balances of the thermomechanical
process are derived in comparison with the classical theory.
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